Prizession des sphérischen Pendels (nach Olsson")

In der Arbeit von M. G. Olsson: Spherical Pendumlum Revisited ' wird die Formel fiir die
Priazessions-Winkelgeschwindigkeit des sphérischen Pendels hergeleitet. An einer Stelle dieses
Artikels heif3t es: ,, This substitution .... takes a few steps.* — gemeint sind Rechenschritte, die nicht
explizit aufgefiihrt werden. Hier der Versuch, diese und weitere fehlenden Zwischenschritte in den
Rechnungen nachzuvollziehen. Es lieB sich nicht vermeiden, dabei einige Formulierungen von
Olsson zu tibernehmen. Um die hier aufgefiihrten Rechnungen an der richtigen Stelle des Artikels
einordnen zu konnen, ist die Nummerierung der Kapitel und Gleichungen in den nachfolgenden
Zeilen mit denen der Arbeit von Olsson identisch.

1. Bewegungsgleichungen (Equations of Motion)

Das Pendel habe die Masse m, die Lange des Pendelfadens sei /, und die Zugkraft, die der Faden auf
den Pendelkorper ausiibt, werde 7" genannt. Dann lautet die Bewegungsgleichung fiir den
Pendelkorper nach Newton

(1) mr = mge.— Te..

Dabei sind &, und &, Einheitsvektoren und 7 ist die zweite Ableitung der Pendelposition 7 nach
der Zeit. Wir fiihren Kugelkoordinaten (r, 6, ¢ )

x = Isinfcos¢
(2) y = Isinfsing
z = [cos@
ein mit
3) ro=1.

Dabei ist / die Lange / des Pendelfadens. Jetzt ist ¥ = xe, + ye, + ze. zweimal nach der Zeit zu

differenzieren, wobei x, y, und z durch Gl. (2) gegeben sind und die Einheitsvektoren konstant
bleiben:

x = Icos@-Ocos¢g — IsinOsing-¢
= Icos@-Osing + Isinfcosgp-¢

y
z = —Isin@-0
und
¥ = —1Isin@-0%cos¢g + [cosO-Ocos¢ —[cosO-Osing- ¢

—lcos@-Osing-¢ — Isin Ocos ¢ - ¢ — Isin Osin ¢ - ¢
j = —1Isin@-0°sing + Icos@-Osing + [cos @ -Ocos¢-¢

+ Icos@-Ocos¢-¢ — IsinOsin ¢ - ¢ — Isin Ocos ¢ - ¢
¥ = —lcos@-0° — Isin6-0



Die Zerlegung der Einheitsvektoren in Kugelkoordinaten lautet

¢, = sinfcosge, + cosfcosge, — singe,
¢, = sinfsinge, + cosfsinge, + cosge,

@

e, = cosfe. — sinfe,

Damit wird die zweite Ableitung des Ortsvektors 7

;o= (—1sin@-0*cosg + [cos@-Ocosp — [cosO-Osing- ¢
—lcos@-Osing-¢ — IsinOcosg-§* —lsin@sin¢-(}5)-(sint9cos¢ér + cosf@cosge, — singe;) +
(~Isin@-0*sing + Icos@-Fsing + IcosO-Ocosg-
+1cos@-Ocosp- — IsinOsing- $* +lsin9c0s¢-é)~(sinﬁsin¢ér + cos@singe, + cosge,) +

(~lcos@-0% — Isinf-0)-(cos@é. — sinhé,)

= —[(* + Fsin*0)-e, + (0 - FsinOcos0)-G, + (fsin0 + 20pcos0)-G,)

Die Bewegungsgleichung in Vektorschreibweise (», € und ¢ - Komponenten, von oben nach unten

notiert) lautet dann

0* + $*sin’ 0 cosé 1
ml-| 0 — §*sin@cos@ | = mg-| —sin@| — T-|0
$sin@ + 20¢cosb 0 0

In Komponenten aufgeteilt erhdlt man

(5a) T = mgcosO + ml( 0> + §*sin’ @),
(5b) 6 — ¢*sinBcosh + %sin&’ = 0 und

(5¢)  @sin@ + 20pcosh = 0.

2. Umformung in kartesische Koordinaten (Cartesian Coordinate
Transformation)

Die Riicktransformation in kartesische Koordinaten (x, y, z) ist sinnvoll, da wir kleine Ausschldge in
x und y betrachten und nidherungsweise z =/ gilt. Aus den oben aufgefiihrten Gleichungen fiir x, y,
zund deren Ableitungen ergibt sich

x* + y* = I’sin*@
Diese GroBe kiirzen wir mit p? ab, also

©) p°=x"+y = Isin’6 .



Weiterhin folgt

(Icos@-Ocosg — IsinOsing-@)lsin 6 cos ¢
+ (Icos@-Osing — IsinOcosg- @) sinOsin @
©) = lcos@-écos¢lsin6’cos¢

+ lcos@-Osin ¢ [sin @sin ¢
=  [*cos@sin@-0-(cos’ ¢ + sin’ P)

Xx + yy =

= [*@sinfcosd

und

X+ 37 = [Pcos’0-0%cos’p — 21* cosBOsinBcosgsing-0p + [*sin® Osin’ ¢-§*

+ [*cos’@-07sin’ ¢ — 21 cos@sinGsingcosg-Op + I>sin’ Bcos’ ¢- ¢’

(6) = [*cos’0-6°(cos’ ¢ + sin® @)
+ [*sin’0-0*(sin’ ¢ + cos’ §)

= [*(0*cos’O + ¢*sin’0)
Auch die beiden niachsten Terme gehoren noch zu Gl. (6) bei Olsson:

— [*sin’6-0*cos’ ¢ + [*sin Ocos O -0 cos® ¢ — 1*sin O cos @ - Osin ¢pcos @ - ¢

XX + yy =
— *sin@cos -0singcosg-¢ — [*sin? Ocos’ p-¢* — [*sin’ Osin gcos ¢ - ¢
— ’sin®6-0°sin’ ¢ + [*sin@cos @-Osin’ ¢ + 1*sin O cos G -Osin ¢gcos @ - ¢
+ [*sin@cos @-Osingcosp-¢ — [*sin* Osin® - > — > sin Osin pcos ¢ - ¢
= —[*sin’@-0* + [*sinOcos@-6 — [*sin’0-¢*
= [’sin@ (Ocos@ — 6*sin@ — $*sin )
xp — yx = [*sin’@cos’¢-¢ + [*sin’ @sin’ ¢- ¢

= [’sin’0-¢

Jetzt sind wir in der Lage, Gleichungen (5) in kartesischen Koordinaten auszudriicken. Wir
betrachten zunéchst Gleichung (5¢). Die linke Seite dieser Gleichung ist die zeitliche Ableitung von

dsin” @, dividiert durch sin 6:

Siig%(&sinz 0) = ¢sind + $2cosh-0 ,

also gilt
1d, ;. d . .
®) I—ZE((ﬁSlnz@) = - =0,

Diese Gleichung driickt die Erhaltung der Drehimpulskomponente L, in z-Richtung aus. Denn es ist



x vz — zy
L = mixi =m|p|x|y| =m|—xz + 2x
z z Xy — yx

Fiir uns relevant ist die Folgerung
XV +x)—x — X =0
©) L
Xy = yx
Die Umwandlung der Terme von Gleichung (5b) in kartesische Koordinaten ist schwierig. Leichter
ist es, in umgekehrter Richtung vorzugehen. Das heif3t, die in kartesischen Koordinaten formulierte
Gl. (10) zuriick zu verwandeln in GI. (5b). Gleichung (10) lautet

. )

(10)  x¥ + 35 + %% + llz(xy' _ P 4 A+ ) 1—‘;—2 0
1_7
12

Schreibt man die Terme in x und y und deren Ableitungen der Reihe nach aus Gl. (6) ab, erhdlt man

202 .2 2
Psing (fcosd — 6*sind — Fsing) + L0 Sn Ocos’ O
l [“sin” @

1=

2 2
lizz“q%in“e v @Psin? 0,1 S;‘ % _

I’fcos@sin@ — I’0°sin’ @ — I’§*sin’ @ + [1’6*sin’> @ + I’¢*sin* 6 + w[’sin’ Hcosd = 0.

oder kiirzer

Es folgt
[*0cos@sin@ — I’4*sin’ O(1 — sin’ @) + wil*sin*Ocosé = 0 .
Division durch /* cos@sin@ ergibt schlieflich

., sin” @ cos” @ , sin” @cosd
— b =
sin@dcos sin@cos @

und damit GI. (5b):
6 — ¢*sinfcosd + wlsind = 0.

In Gl. (10) sollen laut Olsson nun dritter und vierter Summenterm zusammengefasst werden. Das ist
eine echte Herausforderung. Wir erginzen diese Terme zunichst durch Addition und Subtraktion

von
2

. . 1
Po(xit + yj) ——
! 1P
12



und erhalten

RC ) N
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12
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Der Term xx¥ + ypy in Gl. (10) wird mit Hilfe von GL. (9), das heiit xp = yX, umgeformt zu

XX+ yp o= xX + — l)'c'(x2+y2).
X

Damit wird Gl. (10) zu

1. S . : . :
;x(x2 + yz) + /lo—4(xx + yy)2 + /lo—z(x2 + yz) + a)g(x2 + yz) 1_110_2 =0

2

2
=0

Multiplikation dieser Gleichung mit x/(x* + y*) = x/p” liefert
2
(12) i+ liz(xx oy ~ + liz(x2 + 7+ ng‘/l_/;’_z -0
Yo,

und die entsprechende Gleichung fiir y . Gleichung (12) ist (noch) exakt.

Wir machen jetzt Gebrauch von der Voraussetzung, dass es sich um eine Schwingung mit kleinen
Auslenkungen handelt — das heift, es gilt x, y << /. Dazu entwickeln wir die Terme mit p*// * :

und

und behalten nur Terme bis zur dritten Ordnung. Damit fallt der zweite Summenterm in GI. (12)
weg und der Term mit der Quadratwurzel wird ndherungsweise zu

2 2
a)(fxwfl—’lo—2 = aw;x(1 - %'?—2 = wjx - %wé%(xz + ).

Unsere Differentialgleichungen fiir ¥ und y lauten dann
(132) %+ ox — %a)g%(xz +3%) + liz(xz +37) =0

(13b) § + &ty - %a)jllz(x2+ 1) + llz(fc2 + 3% = 0.



3. Infinitesimale Auslenkungen (Infinitesimal Displacements)

Betrachtet man sehr kleine Auslenkungen, kann man auch die kubischen Terme vernachlédssigen.
Dann erhélt man fiir ¥ und y die bekannte Differentialgleichung fiir eine harmonische Schwingung

mit der Kreisfrequenz wy. Lenkt man das Pendel zur Zeit ¢ = 0 in x-Richtung um die Strecke a aus
und gibt ihm gleichzeitig einen kleinen Stof3 in y-Richtung mit der Anfangsgeschwindigkeit y = b

@y, dann lautet die Losung

X = acosw,t

(16) .

y = bsinoyt

Sie entspricht einer stationdren Ellipse mit den Halbachsen a und b entlang der x- bzw. y-Richtung.

4. Endliche Auslenkungen (Finite Displacements)

Die Terme dritter Ordnung in Gl. (13) koppeln die Differentialgleichungen fiir die beiden
Bewegungsrichtungen und bewirken, dass die Ellipse um ihren Mittelpunkt rotiert, ihre
Schwingungsdauer geringfiigig dndert und dass hohere Harmonische zur Bewegung beitragen. Wir
berlicksichtigen diesen Sachverhalt, indem wir ein Koordinatensystem x" und y'einfiihren, dass mit

der Winkelgeschwindigkeit 2 gegeniiber unserem x, y-System rotiert. Das heil3t, es ist

x = x'cosQt — y'sinQu

(17) s s
y = x'sinQt + y'cosQt

Dabei ist die Bewegung im rotierenden System stationdr und, abgesehen von kleinen Termen
hoherer Harmonischer, gegeben durch

!

X = acoswt

(18)

y = bsinat

Wir setzen voraus, dass die neue Frequenz w sich nur wenig von wy unterscheidet und dass die
Rotationsgeschwindigkeit €2 klein ist gegeniiber der Schwingungsdauer wy:

w — o, <<
(19) 0 ‘.

Q << w,

Unser Ansatz fiir die Lésung von GI. (13) ist damit

x = acoswtcosQt — bsinwtsin Ot
(20)

acoswtsinQt + bsinwtcosQt

Wir setzen die Terme fiir x und y jetzt schrittweise ein:
x> = a’cos’ wtcos’ Qt — 2abcoswtcosQtsinwtsinQt + b*sin® wrsin® Qf
1 = a’cos’ wtsin> Qt — 2abcoswtsinQtsin ot cosQt + b sin® wtcos> Qt

damit wird



x> + )y’ =a’cos’at + b’sin‘ar .
Weiterhin ist

X = —aowsinwtcosQt — aQcoswrtsinQt — bwcoswitsin Qr — bQsin wt cos Qf
= —(aw + bQ)sinwtcosQt — (aQ) + bw)cos wt sin Q¢

5

y = —awsinwtsinQt + aldcoswtcosQt + bawcoswtcosQt — bQsin wt sin Qi
= —(aw + bQ)sinwtsinQt + (al) + bw)cos wt cos

so dass

W+ 9 = (aw+bQ)’sin’ wtcos’ Qt + 2(aw + bQ) (aQ + bw)sin wt cos Qt cos wt sin Ot
— (aQ + bw)* cos® wt sin® Qt

+ (aw + bQ)’sin” wtsin® Qt — 2(aw + bQ) (aQ + bw)sin wt cos Qt cos wt sin Ot
+ (aQ + bw)’ cos” wtcos® Ot

= (aw + bQ)*sin* wt+ (aQ + bw)’ cos” it

Fir Q << o folgt
i+ 3 = @@’ sin® ot + b’ cos’ wt).
Der Term x(x* + »?) erfordert ebenfalls eine lingere Rechnung:

x(x* + %) = (acoswtcosQt — bsinwtsinQt)(a’ cos’ ot + b’sin’ wr)

= a’cos’ wtcosQt + ab* coswt cos Qi sin’® wt — a’bsin wt sin Qf cos® wt — b° sin’ wt sin Q¢

1

= 2 [a3(3 cosat + cos3mt)cosQt + ab’(coswt — cos3awt) coth]
+ 1 a’b(sin at +sin3wt)sin Qt — b’ (3sin wt — sin 3wt)sin Qf
Tl ) ( )

Vernachlissigt man die dritten Harmonischen in w (Terme mit 3w), ergibt sich

1 : . : .
x(x* + ) = Z[3a3 coswrtcosQt + ab’ coswtcosQt — a’bsinwtsinQt — 3b° sma)tstt]

= %[(3613 + ab*)cosawtcosQt — (3b° + azb)sina)tsith]

Auchin x(%* + 7°) vernachlissigen wir die Terme der dritten Harmonischen:

x(X* + 3°) = o’(acoswtcosQt — bsinwtsinQt)(a’sin® ot + b* cos” wr)
= ’(a’ cosawtsin® wtcosQt + ab’ cos’ wt cosQt

— a’bsin’ wtsinQt — b’ sin wt cos” @t sin Q)



2
x(X* + %) = % [a3(cosa)t — cos3wt)cosQt + ab’(3cosmt + cos3a)t)coth]

2
- % a’b(3sinwt — sin3wt)sinQt + b’(sinwt + sin3wt)sin Qt]

2
= % [(a3 + 3ab*)coswtcosQt — (b + 3a’h)sin a)tsith]

Die beiden letzten Terme auf der linken Seite von G. (13a) lauten damit

I ,x X . .
Ewél—z(xz + %) + Z—Z(xz + %)

2
_ ;0702 [(3a3 + ab®)coswtcosQr — (3b° + azb)sina)tsith]

2
(23) - 460—[2 [(a3 + 3ab*)coswtcosQt — (b + 3a2b)sina)tsin§2t]
= #[— 20°(a’ +3ab”) + &} 3a° + ab®)]cos at cos

+ #[20)2(53 + 3a’h) — w; (30’ + azb)]sina)tsith
Andererseits ist

X = %[—(aa)+ bQ)sin wt cosQt — (a2 +ba))cosa)tsith]

— w(aw + bQ)coswtcosQt + Q(aw + bQ)sin wt sin Ot
+ @w(aQ) + bw)sinwtsinQt — Q(al) + bw)coswt cos Ut

—~ [a(a)2 + Q%) + 2ba)Q]cosa)tcoth + [Zaa)Q + b(o* + Qz)]sin ot sin Qt
und damit
i+ oix = —la(@ - of + Q) + 2baQcosmtcosQt + [2a0Q + b’ — &} + Q) sinwrsinQr

Wir ersetzen jetzt Gl. (13a) durch die Terme dieser Gleichung und die der GI. (23) und erhalten
{— a(@ - o} + Q) - 2boQ - #{—2&)2@13 +3ab®) + @] 3a’ + abz)}}cosa)tcoth
+ { 200Q + b(0® — o] + Q%) - #{ 20°(b* + 3a’h) — & (3b° + azb)}}sina)tsinﬂt =0

Die geschweiften Klammern enthalten den Beitrag der kubischen Terme in Gl. (13), die klein sind
gegeniiber ¥ + @] x . Hier machen wir Gebrauch von unserer Ndherung @ — @, << @, und

ersetzen  durch wo. AuBerdem vernachlissigen wir in den runden Klammern £* gegeniiber

®’ — @, . Dann folgt



1
{— a(w’ —wy) — 2bw,Q — @{—2a)§(a3 +3ab’) + w] 3a’ + abz)}}coswtcoth
1 : :
+ { b(w* — &}) + 2a0,Q - W{ 20;(b° + 3a’bh) — w; (3b° + azb)}}sma)tsmﬂt =0
oder
w,a
{— a(@ - &) - 2bo,Q — #(a2 - SbZ)}cosa)tcoth
2 2 a)jb > ) . . _ .
+ o - wy) + 2am,Q2 + W(b — 5a7) |sinwtsinQt = 0
Damit diese Gleichung fiir alle Zeiten ¢ gilt, miissen die beiden eckigen Klammern verschwinden.

Das heif3t, es muss gelten

2

a(@® — @) +2bw,Q + %(cﬂ ~5p%) = 0
b

A b(o* — @}) + 2a0,Q + —2-(b° - 5a*) = 0
¢ ¢ 81°

Addiert und subtrahiert man beide Gleichungen, folgt

2

(a+ bY@ - &) + 2(a+ o + 8a)7°2(a3 ~ 5a% +b° —5ab?) = 0

2
(a - bY@ - &) - 2a - bo,Q + g’Tg(cﬁ —5ab® — b* + 5a%h) = 0

Division durch (@ + b) bzw. (a — b) ergibt
a)Z
o - o + 20,0 + ﬁ(a2 — 6ab + b*) = 0
a)Z
o — o —2w0,Q + ﬁ(a2 + 6ab + b*) = 0

Subtrahiert man beide Gleichungen voneinander, folgt

2

40,Q - ;0—0-12ab =0

12
oder
3 ab

Setzt man dieses Ergebnis in eine der beiden obigen Gleichungen ein, folgt fiir o der
Néherungswert



a’ + b?
81*

(26) @ = (1 - ) .

Damit sind die beiden wichtigsten Gleichungen in der Arbeit von Olsson (hoffentlich) liickenlos
und richtig hergeleitet. Die beiden letzten Kapitel sind rechnerisch weniger anspruchsvoll.
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? Kugelkoordinaten in ,,physikalischer* Notation (radial, polar, azimutal) = (7, 0, ¢ ), wie z. B. in J.
D. Jackson, Classical Electrodynamics, S. 54. In der Mathematik wird in der Regel (7, ¢, )
benutzt — das heil3t, die Bezeichnungen fiir Polar- und Azimutalwinkel sind dort vertauscht.

3 Bei Olsson' steht statt p ein geschwungenes 7



