Lorenz-Mie-Streuung in Bornscher Naherung

1. Einleitung

Licht werde an einem Medium mit dem Brechungsindex n gestreut. Der Brechungsindex sei reell,
Absorption finde nicht statt. Ist die Wechselwirkung mit dem Medium gering, lasst sich der
Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung mit Hilfe der Bornschen Ndiherung berechnen. Geringe
Wechselwirkung bedeutet, dass der Brechungsindex n des Mediums nicht sehr stark von dem
Brechungsindex der Umgebung abweicht. Der Einfachheit halber habe die Umgebung den
Brechungsindex Eins. Wir setzen weiterhin voraus, dass das Medium eine Kugel mit dem Radius R
ist und dort einen scharfen Rand hat.

2. Streuamplitude

Das einfallende Licht betrachten wir als ebene monochromatische Welle. Die Welle habe die
Kreisfrequenz @ und die Wellenzahl £k = @w/c = 27/l (c = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, 4 =
Wellenldnge im Vakuum). Thre Auslenkung ist damit proportional zu
(1) e[(kifa)t) )
Dabei ist 7 der Vektor des Abstands vom Streuzentrum. Der von ¢ (¢ = Zeit) abhingige Faktor ist
allen Auslenkungen gemeinsam und wird in den nachfolgenden Rechnungen weg gelassen. Die
Welle bewege sich in (positiver) z-Richtung, ihre Ortsabhingigkeit ist dann durch

ék? — o
gegeben (Abbildung 1). Die Wechselwirkung erzeugt eine vom Streuzentrum nach allen
Richtungen auslaufende Welle, die in einem weit entfernten Detektor nachgewiesen wird. Fiir grof3e
r (genauer kr >> 1) ist dies eine Kugelwelle, deren Auslenkung proportional zu e"/r ist. Ihre
Amplitude wird im Allgemeinen vom Streuwinkel 6 abhidngen. Diese Abhingigkeit wird, wie
iiblich, durch einen Amplitudenfaktor f{#) beriicksichtigt. Da das Problem axialsymmetrisch ist,
spielt der Azimutwinkel ¢ keine Rolle. Fiir den Faktor f{6) hat sich der Name Streuamplitude
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Abbildung 1 Geometrie eines Streuexperiments, elastische Streuung

eingebiirgert. Insgesamt ergibt sich eine Auslenkung u, die der Summe aus einfallender ebener
Welle und auslaufender Kugelwelle entspricht, also

Q) u(F) = A{e”‘z + £(0) em]
r

Eine strenge Begriindung dieses naiven Ansatzes findet man beispielsweise bei Griffith!. Der vor
der Klammer stehende Amplitudenfaktor 4 spielt fiir unsere Uberlegungen keine Rolle. Wir sind an



dem differentiellen Wirkungsquerschnitt interessiert, der die Wahrscheinlichkeit angibt fiir eine
Streuung in eine gegeben Richtung 6. Er ist gleich dem Betragsquadrat von f(6), also

do _ 2
3) 20 - £ .

Die Streuamplitude f{6) lisst sich mit Hilfe der Partialwellenmethode” exakt berechnen. Hier geht
es, wie oben angedeutet, um die Néherungslosung, die nach Max Born® benannt ist.

3. Potenzial

Die in (1) genannte ebene Welle ist eine Losung der Wellengleichung
1 o
4 Viu — ——u = 0.
@) ¢’ or
Genauer gesagt, erfiillt jede kartesische Koordinate der elektrischen oder magnetischen Feldstérke
im Vakuum diese Gleichung. Sie folgt aus den Maxwellschen Gleichungen fiir den Fall, dass in dem
betrachteten Raum weder Ladungen noch Stréme vorhanden sind. Setzt man fiir u die Losung (1)
ein, folgt
a)2
(%) Vu + —u = 0  oder Vu + kK'u = 0.
c

Das ist eine Helmholtz-Gleichung, sie gilt im Bereich auB3erhalb der Kugel. Innerhalb der Kugel ist
die Lichtgeschwindigkeit um den Faktor » kleiner, so dass hier gilt

Viu + n*k*'u =0

(auch eine Helmholtz-Gleichung). Beide Gleichungen kénnen zusammengefasst werden, wenn man
schreibt

Viu + n*k'u + k'u —ku=0
oder
6) Vu + ku = - 4n-ik2[n2(7) —1]u = —4r-F(Fu
A

und dabei vereinbart

i

(1)  F(@F) = 2, e =) fir 0<r<R

0 sonst

(Abbildung 2). Damit ist F, das Streupotenzial, an dem die Welle gestreut wird. Gleichung (6)
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Abbildung 2 Streupotential einer dielektrischen Kugel mit scharfem Rand bei R

lasst sich unter Anwendung ,,heftigster Analysis* (Griffiths’) in Integralform schreiben als



ik[F ~ 7

®)  u() = u(® - [T BEuET

e
7 =7
wobei 1 die Losung von (5) ist, also die ungestorte Welle beschreibt. Das Integral erstreckt sich

iiber den Raum, in dem F, verschieden von Null ist, in unserem Fall {iber das Innere der Kugel mit
dem Radius R.

4. Beobachtung flir r - c0o und Bornsche Naherung

Gleichung (8) sieht aus wie eine Losung fiir u — ist es aber nicht, denn das u taucht auch auf der
rechten Seite unter dem Integral auf. Mit diesem u befasst sich die Bornsche Ndherung. Bevor sie
zur Anwendung kommt machen wir Gebrauch von der Tatsache, dass die gestreute Welle weit
entfernt von unserem Streuobjekt beobachtet wird. Das heif3t, es gilt »' <<r. Unter dieser
Voraussetzung kann man im Integral den Exponenten der e-Funktion vereinfachen. Es ist namlich
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Dabei ist 7/r der Einheitsvektor 7 in Richtung auf den Beobachtungspunkt. Weiterhin folgt

— —

kKf - 7| = kr - k%-?’ = kr — kF-F = kr - k7.
Mit

k. = k7
ist der Wellenzahlvektor bezeichnet, der vom Streuzentrum aus auf den Beobachtungspunkt zeigt.
Er bildet mit dem Wellenzahlvektor £ der einfallenden Welle den Winkel 6 (Abbildung 1). Da wir
elastische Streuung betrachten (n sei reell wie oben vorausgesetzt), bleibt die Wellenzahl dem
Betrag nach erhalten:

k| = k| = k.

Der Nenner des Integrals (8) dndert sich — im Gegensatz zu ¢ im Zahler — iiber den
Integrationsbereich nur wenig, so dass man hier ndherungsweise setzen kann

F -7 = r.
Damit wird Gleichung (8) zu

ik
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w@) = u(#) - —[e™ B u)d’F .
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Die Bornsche Néiherung besteht nun darin, im Integral die Wellenfunktion u durch g zu ersetzen,
das heil3t, (bis auf einen Normierungsfaktor) durch

uo(’—;!) — e[l;'F' )

Das fiihrt zu
) eikr L
9)  u(F) = A{e’kz —~ —Ie’(k TR F()(V)dﬂ ,
r
wobei auch hier der Faktor 4 und weitere moglicherweise vorhandenen Normierungsfaktoren
unerheblich sind. Vergleicht man die rechte Seite mit dem entsprechenden Term in Gleichung (2),
erkennt man, dass die Streuamplitude (bis auf Normierungsfaktoren) in Bornscher Néherung

gegeben ist durch
(1) £ = [ 7 RGdF
Es ist nun iiblich, die Vektordifferenz k — l;s mit ¢ zu bezeichnen:

a1y G =k — k. .

In der Quantenmechanik ist g der Impuls (geteilt durch# ), der auf das Streuobjekt {ibertragen wird.
Fiir den Betrag gilt

(12) g = stin(gj
2
(Abbildung 1). Gleichung (10) wird damit zu

(13) [0 = [T R

Da das Potenzial Fy kugelsymmetrisch ist, fiihren wir die Integration iiber 7 in Kugelkoordinaten
aus. Es ist sinnvoll, die Polarachse in die Richtung von ¢ zu legen. Dann gilt

G-¥ = qr'cosd
d’F = r’sin@dr'd6 dg
und die Streuamplitude wird zu

f(0) = [ Fy () ¥ sin0'dr'do'dg .

Da der Integrand nicht von ¢ abhéngt, ergibt die Integration iiber das Azimut 2z. Das Integral tiber
0 lasst sich mit Hilfe der folgenden Substitution l9sen:

cos@ =u
du = —sin8'do’
=0 > u=1

=7 > u = -1



Also
-1
. do = —je-"q*’”du
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Damit bleibt die Integration tiber 7':

2 sm(qr )

£(0) = jF( ) Yunea & LR, PUPREY Y

= 4—7[ r' F,(r")sin(qr") dr'
q

0

Da F, im Intervall [0; R] konstant ist und dort den Wert &*(n* — 1)/4x hat, folgt weiter

1(0) = 4—’”‘—( — 1) [+ sin(gr')dr"
q 4 0
k2 ! : ’ !
= — —l)jr sin(gr")dr
q 0

Das verbleibende Integral lisst sich mit partieller Integration berechnen (Ubungsaufgabe). Es ergibt

sin(qR) — gRcos(gR)
q’ ’
so dass fiir die Streuamplitude schlieflich folgt

qR cos(qR)
(¢R)’

Der differentielle Wirkungsquerschnitt wird damit (bis auf einen Normierungsfaktor)

(14)  £(0) = K> (n* — 1R SR =

(15) 22~ o -1y k‘*Ré[Sln(qR) - chos(qR)}
dQ (4R

mit ¢ = 2k sin(6/2). Der Term in der Klammer ist im Ubrigen j;(¢R), die sphérische Besselfunktion
erster Ordnung von gR (Nullstellen bei 4,493; 7,725; 10,904; ...). Fiir gR — 0 geht die Klammer
gegen 1/3, so dass der Wirkungsquerschnitt in diesem Grenzfall proportional zu &* oder 1/4* ist. Das
ist die bekannte Wellenldngenabhédngigkeit der Rayleigh-Streuung: blaues Licht wird viel stiarker
gestreut als rotes.
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Abbildung 3 Differentieller Wirkungsquerschnitt fir die Streuung einer
elektromagnetischen Welle an einer dielektrischen Kugel (Brechungsindex n =
1.05, Radius R = 1.2A oder kR = 7.5). Bornsche Ndherung (blau) und exakte
Rechnung nach Lorenz-Mie (rot). Die Kurve der Bornschen Ndherung wurde auf den
Wert bei 6 = 0° der exakten Rechnung normiert, ihre Minima widren bei einer
genaueren Skizze Nullstellen.

Fiir Brechungsindizes, die nicht viel grofer als 1 sind, sollte die Bornsche Niherung in etwa
denselben Wirkungsquerschnitt ergeben wie die exakte Rechnung. Das ist, wie Abbildung 3 zeigt,
in der Tat der Fall.
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