Lorentzkraft

1. Einleitung

Ein gerader stromfiihrender Draht lenkt eine Kompassnadel ab. Wir schreiben diese Wirkung dem
Magnetfeld zu, das von ihm ausgeht. Streut man Eisenfeilspéne auf eine Unterlage, die vom Draht
senkrecht durchsto3en wird, ordnen sich diese in konzentrischen Kreisen um den Draht als
Mittelpunkt an. Die Kreise machen die Feldlinien des Magnetfelds sichtbar. Strom und Magnetfeld
sind demnach miteinander verkniipft — wie, das lésst sich zeigen, wenn man als ,,Magnetfeld-
Detektoren‘ nicht Kompassnadeln oder Eisenfeilspine benutzt, sondern untersucht, wie eine
(punktformige) elektrische Ladung auf den Strom im Draht reagiert. Solange die Ladung ruht, zeigt
sie keine Reaktion. Der Draht ist trotz des Stroms, der in ihn flieBt, elektrisch neutral. Also gehen
von ithm keine elektrischen Feldlinien aus, deshalb wirkt auch keine Kraft auf die Ladung. Eine
Kraft misst man erst, wenn sich die Ladung relativ zum Draht bewegt: Ein Hinweis darauf, dass
hier die Relativitdtstheorie im Spiel ist. Wir betrachten als ,,einfachste* Relativbewegung die
gleichformige Bewegung parallel zum Draht. Die Kraft auf die bewegte Ladung lésst sich in der Tat
als lorentztransformierte elektrische Kraft beschreiben. Sie heif3t dementsprechend Lorentzkraft.
Hier geht es um den Versuch, diese Kraft zu messen.

2. Messverfahren

Dass eine Ladung ¢ eine Kraft erfahrt, wenn sie sich parallel zu einem stromfiihrenden Draht
bewegt, ist plausibel: Man (lorentz-)transformiere das System, in dem sich die Ladung bewegt (das
Laborsystem), in das System, in dem die Ladung ¢ ruht (das mitbewegte System). In diesem
bewegen sich die Elektronen und positiven Ladungen des Drahtes entgegengesetzt zur
Bewegungsrichtung der Ladung ¢, und zwar verschieden schnell. [hre gegenseitigen Abstinde sind
daher auch unterschiedlich stark lorentzkontrahiert. Deshalb ist der Draht im mitbewegten System
elektrisch geladen und iibt auf die Ladung ¢ die aus der Elektrostatik bekannte Coulombkraft aus.
Nach Riicktransformation in das Laborsystem erhélt man die gesuchte Lorentzkraft. Da es um die
Messung der Kraft geht, hier nur das Ergebnis:
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Dabei ist & die Influenzkonstante (Dielektrizititskonstante des Vakuums), I die Stirke des im Draht
flieBenden Stroms, v die Geschwindigkeit der Ladung (im Laborsystem) und » der Abstand der
Ladung vom stromfiihrenden Draht. Eine Herleitung der Formel, die von den relativistischen
Transformationsformeln Gebrauch macht, findet sich im Anhang. Sie ist dem Physiklehrbuch
Concepts in Physics von Adair' entnommen.

Ublicherweise wird die Lorentzkraft als Kreuzprodukt von gv und der magnetischen Feldstirke B
definiert. In unserem Fall stehen v und B senkrecht aufeinander, so dass die Kraft gleich dem
arithmetischen Produkt gvB ist. Der Vergleich mit Gl. (1) zeigt, dass die Feldstérke des
Magnetfeldes, das den Draht umgibt, gegeben ist durch
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wobei ug die Permeabilitiit des Vakuums ist (1, = 1/ &,¢> = 47107 Vs / Am).

Diese aus den Lehrbilichern bekannte Gleichung leitet man in der Regel aus dem Ampere’schen
Durchflutungsgesetz ab. Auf den stromfiihrenden Draht angewandt, lautet es: Die Liniensumme der
magnetischen Feldstiarke ldngs der Feldlinie mit dem Radius r, also 2zrB, ist gleich @y mal dem
Strom /, der durch die von der Feldlinie eingeschlossenen Flache hindurchtritt.



Unser Ziel ist es, die durch Gl. (1) gegebene Kraft zu messen. Wir messen diese Kraft nicht direkt,
sondern die durch sie bewirkte seitliche Ablenkung der Ladung. Da GI. (1) das Ergebnis zweier
Lorentz-Transformationen ist, kann man die Messung als Test der Speziellen Relativitdtstheorie
auffassen. Das entsprechende Experiment ist deshalb von einem gewissen pidagogischen Wert. Es
eignet sich im Physikunterricht der Schule zumindest zur Demonstration des Effekts. Will man es
numerisch auswerten, muss man den Schiilern und Schiilerinnen klarmachen, dass Messergebisse
mit Fehlern behaftet sind. Die Messwerte sind nidmlich nur der GroBenordnung nach mit den
theoretisch berechneten vertriglich (siehe unten). In einem Leistungskurs kann man den Schiilern
und Schiilerinnen auch die Herleitung der Gleichung (Anhang) zumuten — mit Hilfestellung.

Das Prinzip des Experiments ist einfach: ein Elektronenstrahl verlduft parallel zu einem
stromfiihrenden Draht und wird dabei seitlich abgelenkt, je nach Stromrichtung vom Draht weg
oder auf den Draht zu. Die Ablenkung ldsst sich z. B. in einer Elektronen-Ablenkrohre beobachten,
die von der Lehrmittelindustrie’ angeboten wird. In ihr werden Elektronen wie in einer
Kathodenstrahlrohre beschleunigt, zu einem Strahl fokussiert und streifend an einem
Fluoreszenzschirm entlang gelenkt. Der Schirm leuchtet auf dort, wo er von Elektronen getroffen
wird. Er liegt in der Bahnebene des nahezu kreisformig® abgelenkten Strahls. Seine Ablenkung lasst
sich am Koordinatengitter des Schirms (cm-Raster) ablesen. Abbildung 1 zeigt ein Foto der
Anordnung.

Abbildung 1 Elektronen-Ablenkréhre mit stromfuhrenden Draht (oberhalb des
Glaskolbens). Der Strom flielit von links nach rechts. Das Magnetfeld ist daher
unterhalb des Drahtes in die Bildebene hinein gerichtet. Die Elektronen bewegen
sich von rechts nach links. Die Lorentzkraft lenkt den Elektronenstrahl nach
oben ab.

Wie oben gesagt, berechnen wir zur Bestdtigung von Gl. (1) die seitliche Ablenkung des Strahls am
Ende des Fluoreszenzschirms und vergleichen diese mit dem gemessenen Wert. Die Geometrie der
Anordnung geht aus Abbildung 2 hervor. Die Elektronen werden durch die Spannung U zwischen
Kathode und Anode der Elektronenkanone beschleunigt und treten durch ein Loch im Anodenblech
aus. Dort befinde sich der Nullpunkt unseres Koordinatensystems, die x-Achse zeige in Richtung
der Elektronenbewegung nach rechts, die y-Achse in Richtung auf den stromfiihrenden Draht zu.
Nach dem Durchgang durch die Anode bleibt die Geschwindigkeit der Elektronen in x-Richtung
konstant, da in dieser Richtung keine Kraft auf sie einwirkt. Das heif3t, der Weg x der Elektronen
wichst mit der Zeit ¢ gemal
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wobei v die Elektronengeschwindigkeit ist und # vom Zeitpunkt des Durchgangs durch die Anode
aus gezahlt wird. In y-Richtung wirkt die uns interessierende Lorenzkraft F. Sie fiihrt zu einer
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Abbildung 2 Geometrie der Anordnung

gleichmiBig beschleunigten Bewegung mit der Beschleunigung F/m, wenn wir mit m die Ruhmasse
des Elektrons bezeichnen. Wir nehmen an, wie in Abbildung 2 eingezeichnet, dass F auf den
stromfiihrenden Draht hin gerichtet ist. Dann gilt fiir den in y-Richtung zuriickgelegten Weg
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Eliminieren wir aus den letzten beiden Gleichungen die Zeit ¢, folgt als Bahngleichung der
Elektronen
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Die Strecke zwischen Anode und dem Ende des Schirms habe die Lénge L und die Ablenkung dort
werde mit Ay bezeichnet. Dann gilt
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Die Geschwindigkeit v der Elektronen ergibt sich aus dem Energiesatz, angewandt auf die
Beschleunigungsstrecke zwischen Kathode und Anode der Rhre: Die potentielle Energie eU der
Elektronen am Ort der Kathode ist demnach gleich der kinetischen Energie nv*/2 am Ort der
Anode, also
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und GI. (4) wird zu
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Setzen wir fiir /' den Term aus Gl. (1) ein, wird
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Damit hingt Ay ab von der Stromstérke / im Draht, von dessen Abstand » zum Elektronenstrahl,
von der Lénge L der Elektronenlaufstrecke und von der Beschleunigungsspannung U der
Elektronen. Kritisch ist die Abhédngigkeit von L, da diese Grofle quadratisch eingeht.

3. Abschatzung der Grél3enordnung des Effekts

Anhand von GI. (8) schitzen wir zunichst die Gré3enordnung von Ay ab — und hoffen, dass die
Ablenkung mit den zur Verfligung stehenden Geréten iiberhaupt sichtbar gemacht werden kann. Zur
Verfligung stand die Ablenkrohre der Firma 3B Scientific Physics (# D1000651). Ihr Glaskolben hat
einen Durchmesser von etwa 13 c¢m, so dass der Abstand r des Drahtes vom Elektronenstrahl nicht
kleiner als 6,5 cm gemacht werden kann. Die Lange L ist durch die Abmessung des
Fluoreszenzschirms vorgegeben: L = 10 cm. Laut Datenblatt des Herstellers sind
Beschleunigungsspannungen zwischen 1 kV und 5 kV mdoglich. Gewihlt wurde ein mittlerer Wert
von etwa 2 kV, bei kleineren Werten war der Strahl weniger gut sichtbar. Die Stromstérke 7 sollte
moglichst grof3 sein. Eine 12 V-Autobatterie liefert zwar Strome groBBer Starke, Werte {iber 20 A
lassen sich jedoch mit einem handelsiiblichen Amperemeter nicht messen. Deshalb wurde bei
diesen Stromstidrken der Spannungsabfall an einem sehr kleinen Vorwiderstand gemessen und in
Ampere umgerechnet. Als Widerstand diente ein 42 cm langer, 1,3 mm dicker Kupferdraht, sein
Widerstand wurde zu 0,00541 Q gemessen. Das ergab als Umrechnungsfaktor 185 (= 7) A/V. Mit
den Werten = 0,065 m, L =0,10 m, U=2 kV und /=20 A folgt nach GI. (8) eine Ablenkung Ay
= 2,04 mm. Das heiB}t, der Effekt sollte gerade noch sichtbar (und messbar) sein. Es geht in dem
Experiment also darum, ob man trotz der genannten Beschrinkungen sinnvolle Messwerte erzielt.

4. Messungen, Ergebnisse

Mehrere Versuchsreihen wurden ausgefiihrt. Zwei dieser Reihen, bei denen es um die Abhédngigkeit
von der Stromstédrke / im Draht ging, wurden zusammengefasst. Bei diesen waren Spannung U und
Abstand r gleich: U= 2,0 kV bzw. r = 0,065 m. L = 0,10 m, wie schon erwihnt. Die Ergebnisse
zeigt Tabelle 1.

Tabelle 1 Abhéngigkeit der Auslenkung Ay von der Stirke I
des Stroms im Draht. U=2,0kV ,r=0,065m
und L = 0,10 m. Daten vom 02.05.1990 und

02.06.2003

Datum I/A Ay / mm

02.05.1990) | 9.2 1,5+0,5
16,6 2,0+0,5
18,5 2,5+0,5
29,6 3,5+0,5

02.06.2003) |2 0,5+0,5
4 1,5+05
6 1,5+0,5
8 2,0+0,5
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") Stromstirke / mit Hilfe des Vorwiderstands gemessen (siche Text)
) Stromstirke mit Amperemeter gemessen

In Abbildung 3 sind die entsprechenden Daten als Messpunkte in ein Koordinatensystem mit / als
waagerechter und Ay als senkrechter Achse eingetragen. Die Anpassung einer (Nullpunkts-)
Geraden durch die Punkte liefert als Steigung K = 0,138 + 0,015 mm/A (y*/Freiheitsgrad = 1,5).
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Ablenkung Ay eines Elektronen-
strahls durch Strom (Starke I)
in parallel gefuhrtem Draht

Beschleunigungsspannung U = 2 kV
Abstand zum Draht r=6,5cm
4 5 Lange der Elektronenlaufstrecke L = 10 cm

(02.05.1990, 02.06.2003)
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Equation y=a+bx
Weight Instrumental
Residual Sum of 12,2796
Squares
Pearson's 1 0,95819
Adj. R-Square 0,9079 B
Value  Standard Error
Intercept 0 -
Cyfmm Slope 013836 0,01461
0 T T L} L}
1 | |
0 10 20 30 40

Abbildung 3 Ablenkung des Elektronenstrahls in Abhé&ngigkeit von der
Stromstarke im Draht. Beschleunigungsspannung U = 2 kV. Daten vom 02.05.1990 und
02.05.2003 kombiniert.

Nach Gl. (8) ist die Steigung der Geraden

K = 12L2 c 1
dre,c 2mU r

Mit den Zahlenwerten U = 2,0 kV, r=0,065m, L =0,10 m und e/m = 1,759-10"! As/kg ergibt sich

2
K = —1 10202
4re,c Vs
also
0,138-10° %
; ! = 4 _ 135107 2
g, C Am

1,0202-10° 7
Vs



Bei einer weiteren Messreihe wurde ebenfalls die Stromstérke / variiert, allerdings bei einer
Beschleunigungsspannung von U = 2,5 kV. Tabelle 2 und Abbildung 4 zeigen das Ergebnis.
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2 - Weight Instrumental -
Residual Sum of 1,70904
Squares
Pearson's r 0,99024
Adj. R-Square 0,97669
T Value  Standard Error i
Dy/mm ‘Snlfprv:epl 0‘08532 000537
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Abbildung 4 Ablenkung des Elektronenstrahls in Abha&ngigkeit von der Stromstarke
im Draht. Beschleunigungsspannung U = 2,5 kV. Messung am 02.05.1990.

Tabelle 2 Abhéngigkeit der Auslenkung Ay von der Stirke / des Stroms im Draht. U=2,5kV ,r=0,065 m
und L = 0,10 m. Messung am 02.05.1990
I/A ) Ay / mm
9,25 1,0+0,5
16,6 1,5+0,5
24,1 2,5+0,5
35,2 3,0+1,0
46,3 40+1,0
68,5 50+1,0

") Stromstirke I mit Hilfe des Vorwiderstands gemessen (siche Text)

Die Anpassung der Geraden an die Messpunkte in Abbildung 4 ergibt als Steigung K = 0,0854 +
0,054 mm/A. Das fiihrt zu
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In einer letzten Versuchsreihe wurde bei konstanter Beschleunigungsspannung U = 2,5 kV und
(fast) konstanter Stromstéirke / der Abstand 7 variiert. Da I nur anndhernd konstant war, wurde Ay in
Abhéngigkeit von //r gemessen. Die Daten zeigt Tabelle 3.



Tabelle 3 Abhéngigkeit der Auslenkung Ay vom Abstand » zwischen
Draht und Strahlachse. U=2,5kV und L = 0,10 m. Messung
am 02.05.1990

7/ m /A ) () / (A/m) | Ay/mm
0,065 68,5 1054 50+05
0,08 65 812,5 35405
0,09 65 7222 30+05
0,115 64.8 563, 1710

") Stromstirke / mit Hilfe des Vorwiderstands gemessen (siche Text)
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67 Ablenkung Ay eines Elektronen- i
strahls durch Strom (Starke 1)
{ in parallel gefihrtem Draht L
Beschleunigungsspannung U = 2,5 kV
Abstand r zum Draht variiert
4 - Lange der Elektronenlaufstrecke L = 10 cm -
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Weight Instrumental
Residual Sum of 127177
Squares
Pearson's r 0,99661
1 Adj. R-Square 0,99098 | -
Value  Standard Error
Dy/mm é”.f;em 0‘00443 2 11388E.4
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Abbildung 5 Ablenkung des Elektronenstrahls in Abhangigkeit vom Abstand r. Da
die Stromstarke I nicht konstant war, wurde die Ablenkung In Abhangigkeit von
I/r aufgetragen

In Abbildung 5 sind die Daten der Tabelle 3 aufgetragen, also die Auslenkung Ay als Funktion von
I/r. Die Steigung der angepassten Geraden ist K = 0,00444 + 0,00021 mm/(A/m). Theoretisch ist
jetzt

K=" p|°
dre,c 2mU
also
2
;2 = K% 2my-_ K-0,1687Li = 0,00444m—-0,1687ls3 = 0,749-10‘7£
dresc L e m A m Am

Damit liegen drei Messwerte der universellen Konstanten 1/47[80C2 vor. Sie stimmen nicht iiberein.
Das deutet auf systematische Fehler hin, deren Ursache ohne weitere Messungen nicht feststellbar
ist. Ein endgiiltiges Ergebnis sollte trotzdem angegeben werden: Der (nicht gewichtete) Mittelwert
der drei Messwerte ist
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wobei der Fehler den groBten und kleinsten Messwert einschlie3t. Theoretisch sollte sich exakt
1,00-10 7 Vs/Am ergeben. Dass der experimentelle Mittelwert mit diesem fast {ibereinstimmt, ist
Zufall. Die Werte der Einzelmessungen zeigen, dass man nicht damit rechnen kann, ihn bei
weiteren Messungen zu reproduzieren. Das Experiment liefert aber zumindest die richtige

GroBenordnung.
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Lorentzkraft auf bewegte Ladung

Wir suchen einen Term fiir die Kraft auf eine Ladung ¢, die sich mit der Geschwindigkeit v
parallel zu einem stromfiihrenden Draht bewegt. Die Stromstdrke im Draht sei /, der Abstand
der Ladung zum Draht ». Dazu gehen wir vom Laborsystem aus in das Koordinatensystem,
das sich genau so schnell wie die Ladung, nimlich mit der Geschwindigkeit v, relativ zu
diesem bewegt. In diesem ,,mitbewegten‘ System ruht die Ladung. Wir berechnen die Kraft
auf die im mitbewegten System ruhende Ladung und transformieren sie dann in das
Laborsystem zurtick.

Im Laborsystem ist der Draht elektrisch neutral, da er pro Langeneinheit gleich viele positive
wie negative Ladungen enthélt. Bezeichnen wir die entsprechenden Ladungsdichten (Ladung
pro m) mit A, bzw. A_, so ist die Nettoladung A = A+ + A_ gleich Null. Im mitbewegten System
ist die Nettoladung ungleich Null, da sich die positiv geladenen Atomriimpfe des Drahtes und
die Elektronen in ihm relativ zur Ladung g verschieden schnell bewegen. Wegen der
unterschiedlichen Geschwindigkeit sind sie in Bewegungsrichtung verschieden stark
lorentzkontrahiert. In Abbildung 1 sind die beiden Koordinatensysteme gegeniibergestellt.
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Abbildung 1 Koordinaten des Laborsystems (ungestrichen) und des

mitbewegten Systems (gestrichen). Die Geschwindigkeit der
Ladung g im Laborsystem ist v. Im mitbewegten System ist sie
Null, da sich dieses in der gleichen Richtung mit derselben
Geschwindigkeit bewegt. Im mitbewegten Systen bewegen sich
Atomrumpfe und Elektronen im Draht verschieden schnell (hier
nach links). lhre Ladungsdichten sind wegen der
unterschiedlichen Lorentzkontraktion verschieden. Der Draht
ist daher im mitbewegten Systen elektrisch geladen und uUbt
auf die Ladung g eine (elektrostatische) Kraft aus. Im
Laborsystem wird sie als Kraft aufgefasst, die von einem
Magnetfeld ausgeht und auf die bewegte Ladung wirkt.

Wir nehmen an, dass im Laborsystem der Strom / und die Geschwindigkeit v der Ladung
gleich gerichtet sind (klassische Stromrichtung). In der Abbildung ist das die Richtung nach



rechts. In diesem System sind die positiven Atomriimpfe des Drahts in Ruhe, wihrend sich
die Elektronen im Draht mit der Driftgeschwindigkeit vp nach links bewegen. Vom
mitbewegten System aus betrachtet bewegen sich sowohl Elektronen als auch Atomriimpfe,
und zwar auch nach links. Die Atomriimpfe haben die Geschwindigkeit v, die Elektronen eine
Geschwindigkeit, die sich nach dem Additionstheorem aus v und vp ergibt. Fiir die
Ladungsdichte der Atomriimpfe gilt daher

n A=

mit ¢ = Lichtgeschwindigkeit. Dabei ist A+ die Ladungsdichte im Ruhesystem der
Atomriimpfe, in diesem Fall also gleich dem Laborsystem. Das Additionstheorem, angewandt

auf v und vp, ergibt fiir die Elektronengeschwindigkeit im mitbewegten System
v+,
vV,
cZ
Daher ist die Ladungsdichte der Elektronen, ausgedriickt durch die Dichte (1) in ithrem

Ruhesystem

G A= (1),
()

Das Ruhesystem der Elektronen ist jedoch nicht das Laborsystem, da sich die Elektronen
relativ zu ihm mit vp bewegen. Das heil3t, die Elektronendichte 4 im Laborsystem ist
gegeben durch

@ Vo=
1+

(4) A = (l+)0

(%)

und damit folgt

) (4), = A -(V?j |

Die Ladungsdichte der Elektronen transformiert sich daher vom Labor- ins mitbewegte
System gemél

2
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© A = —cz A
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c
Dabei ist fiir v/ der in Gleichung (2) angegebene Term einzusetzen, also

-0
7 A = ¢ — A

Das lasst sich umformen:
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Wir setzen diesen Term und den Term in Gleichung (1) zusammen zur gesamten
Ladungsdichte A’ im mitbewegten System:
1+ 2

© A==l g

()




Da wegen der Neutralitdt des Drahtes im Laborsystem gilt 1 = — 4., folgt

Vv
1+ —2
l’z%&——czzﬂu
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In diesem Term ldsst sich das Produkt vp A+ durch die Stromstéirke 7 ausdriicken: im
Zeitintervall dt tritt durch einen beliebigen Querschnitt des Drahtes die Ladung A dx mit dx
= vpdt. Also ist die Stromstirke (Ladung/Zeit) I = A,vpdt /dt = A.vp. Damit ist

vl 1

2

c 2
- (¢)
c
Nach dem Gauf3‘schen Satz der Elektrostatik folgt daraus fiir die elektrische Feldstérke, die
von einem Stiick des Drahtes mit der Lédnge dx ausgeht,

an A = -

& E2nrdx = —A'dx
und damit
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(12) E' =
2reyr

Die Kraft, die das Feld im mitbewegten System auf die dort ruhende Ladung ¢q ausiibt, ist also

(13) F =g A _ 1 qvl

27, \/ [VT 2rg
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Die Riicktransformation von F" in das Laborsystem ist einfach, wenn man die Bewegung der

Ladung g quer zum Draht betrachtet. In dieser Richtung gibt es keine Lorentzkontraktion, so

dass der Weg y, der zwischen zwei Ereignissen zuriickgelegt wird, in beiden Systemen gleich
ist. Das heiBt, es gilt

!
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a

und "= —
Y 5

Dabei sind @ und «’ die Beschleunigungen in y- (bzw. y’-) Richtung. Setzen wir fiir sie die

Quotienten Kraft/Masse, so ergibt sich

(14 y =y mit y:%t



also
m (Y
(15) F = —(—) F' .

m\ t

Wegen der Zeitdilatation und der relativistischen Massenverinderung ist

2 ’
= t"l — (X) und m = L
C : v

Das, eingesetzt in Gleichung (15), fithrt zu

(16) F = F' /1 - (KJ .
C

Gleichung (13) wird damit zu
qvl 1 21

17) F = = v— ed.
{17 2me,C’r 47zgoczq r 1
Da
L _ 4
drec®  Am’

wobei uo die Permeabilitdt des Vakuums ist, schreibt man auch

as) F o= 2l
A r

Dabei ist der Term

(19 B = 4l
2w r

die magnetische Feldstirke, die der stromdurchflossene Draht im Abstand r erzeugt.
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