Ist die elektrische Feldstarke einer Punktladung exakt proportional 1/r* ?

Feynman’s Lectures on Physics sind uniibertroffen, wenn es darum geht, Physik zu verstehen'.
Interessant auch die ,,Ausfliige* in die Nischen der Physik, die vom Lehrbuchstoff abschweifen und
lingst Bekanntes in Frage stellen. Ein kleiner Abschnitt im Kapitel Elektrostatik® beispielsweise ist
iiberschrieben: Is the field of a point charge exactly 1//* ? Sicher keine Frage, die im
Alltagsgeschift der Physik eine Rolle spielt. Aber welchen Physiker interessiert es nicht, ob der
Exponent von » im Coulomb‘schen Gesetz nun genau 2 ist, oder ob er, vielleicht bei sehr groflen
und sehr kleinen Abstinden, von diesem Wert abweicht’. Oder in wie weit man eine Abweichung
vom Wert 2 heutzutage aufgrund von Messungen im Labor einschranken kann. Bei den Messungen
im Labor nutzt man die Tatsache aus, dass nur bei exaktem 1/7”-Verlauf das Innere eines geladenen
Leiters feldfrei ist. In der Regel misst man dazu die Potenzialdifferenz zwischen zwei konzentrisch
angeordneten metallischen Kugeln: einer dufleren, auf moglichst hohe Spannung aufgeladenen
Hohlkugel und einer im Innern befindlichen kleineren Metallkugel. Das Experiment liefert eine
obere Grenze fiir die Potenzialdifferenz, aus der man den Maximalbetrag der Abweichung des
Exponenten von » vom Wert 2 gewinnt (Rechnungen dazu weiter unten). Daten, die ich vor Jahren
anlisslich eines Vortrags zusammengetragen hatte’, ergaben damals eine obere Grenze von etwa
107" fiir die relative Abweichung vom Wert 2. Inzwischen gibt es Experimente, die diese Grenzen
weiter verbessert haben®. Damit wird auch die obere Grenze fiir die Masse des Photons weiter
eingeschrankt’.

Zum Verstindnis der Potenzialdifferenzmessungen sind die nachfolgenden Uberlegungen und
Rechnungen hilfreich. AuBBerdem wird ein fiir den Schulunterricht geeignetes Experiment
beschrieben, mit dem eine obere Grenze fiir diese Potentialdifferenz bestimmt werden kann.

Das Innere einer geladenen Hohlkugel ist feldfrei, wenn die Ladung auf ihr homogen verteilt ist.
Dass dies eine Folge des 1//*-Gesetzes ist, ergibt sich aus folgender Uberlegung: Wir denken uns
einen beliebigen Punkt P im Innern der Kugel, durch den wir eine beliebig orientierte Gerade legen.
Diese sei die Achse eines Doppelkegels mit dem Scheitelpunkt P, der aus der Kugel zwei gegeniiber
liegende Flachen A; und A; herausschneidet (Abbildung 1). Der Punkt P habe von 4; den Abstand
r1, von A; den Abstand r,. Wir betrachten jetzt die Feldstdrken £ und £, die sich im Punkt P
aufgrund der Ladungen in 4; bzw. 4, ergeben. Da es sich um gleichnamige Ladungen handelt, sind
E, und E, entgegengesetzt gerichtet. Thre Betrige sind wegen der homogenen Ladungsverteilung
proportional zu den Flicheninhalten 4, bzw. 4, und wegen des 1/>-Gesetzes umgekehrt
proportional zu r12 bzw. rzz. Also E o« Al/rl2 und E; o Az/rzz. Das aber heilit, die Feldstirken
verhalten sich wie die Raumwinkel, die von den beiden Héilften des Doppelkegels iiberstrichen
werden — und die sind gleich. Somit heben sich £} und E, exakt auf und die Feldstirke in P
aufgrund der Ladungen in den gegeniiber liegenden Flidchen 4; und A, ist Null. Dieselbe
Uberlegung gilt fiir alle Doppelkegel durch P und fiir alle Punkte P im Innern der Kugel.

Abbildung 1 Die Feldstarken im Punkt P, die von den Ladungen auf den Flachen A;
und A, ausgehen, sind proportional zum Raumwinkel, unter dem sie von P aus
erscheinen. Da die Raumwinkel A./r.?> und A,/r,? gleich sind, sind es die
Feldstarken auch. Wegen der gleichnamigen Ladungen sind sie entgegengesetzt
gerichtet.



Ist die elektrische Feldstirke E iiberall im Innern der Kugel Null, hat jeder Punkt dort gleiches
Potenzial. Denn £ ist bekanntlich gleich dem (negativen) Gradienten des Potenzials. Eine zweite
Metallkugel, die sich im Innern der geladenen Kugel befindet, hat daher das gleiche Potenzial wie
die duBlere, geladene Kugel. Ein Voltmeter zwischen beiden Kugeln zeigt keinen Ausschlag,
unabhéngig davon, auf welche Spannung (welches Potenzial) die duBlere Kugel aufgeladen ist. Die
duBere Kugel wirkt, wie man sagt, als Faradayscher Kdfig.

Offenbar ist die Potenzialdifferenz zwischen innerer und duflerer Kugel nicht mehr Null, wenn die
Coulombkraft vom 1/*-Verlauf abweicht. Um das zu zeigen, nehmen wir wie iiblich an, der
Exponent von » weiche um eine kleine Grofle ¢ vom Wert 2 ab. Wir schreiben daher die Feldstéirke
E, die von einer punktformigen Ladung g ausgeht, als

1 Er) = 12

dre, 1>

Die nun folgende Rechnung geht auf Maxwell® zuriick.

Folgt die Feldstérke, die von einer Punktladung ausgeht, dem nach GlI. (1) modifizierten Verlauf,
nimmt das Potenzial geméB » ~ " mit wachsendem Abstand vom Ort der Ladung ab. Fiir eine
kontinuierliche Ladungsverteilung ist iber das Volumen zu integrieren, in dem sich die Ladung
befindet. Ist p die Dichte der rdumlich verteilten Ladung, ergibt sich fiir das Potenzial am Ort x

Q V@ = 4L Jae 2O

Integriert wird {iber die gestrichenen Koordinaten. In unserem Fall ist p die Dichte der Ladung auf
der dulleren Kugel. Diese habe den Radius a, so dass wir schreiben

p(r',0,9") = co(r' —a).

Dabei sind wir zu Kugelkoordinaten (7', @', ¢ ") mit dem Nullpunkt im Zentrum der Hohlkugel
tibergegangen. Die gleichmiBige Verteilung der Ladung iiber die Hohlkugel wird durch das Produkt
Flachenladungsdichte o (konstant) mal Delta-Funktion o ('— a) ausgedriickt. Die gesamte, auf der
Kugel befindliche Ladung ist damit O = 47 a*o.

Wir berechnen nun das Potenzial an einem beliebigen Punkt P im Innern der Kugel. Der Symmetrie
wegen legen wir (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) die z-Achse des Koordinatensystems

Abbildung 2 Zur Integration Uber die Ladung der Hohlkugel, GI.(3) des Textes

durch diesen Punkt. Dann ist » der Abstand dieses Punktes vom Kugelmittelpunkt und das Produkt
Ladungsdichte mal Volumenelement lésst sich schreiben (Abb. 2)



3) p(ANd’X' = co6(r'—a)dr'r’'sin0'd0'dg' .

Im Integral Gl. (2) fiihren wir vorab die Integration tiber 7 und ¢ ' aus und erhalten

4) p(ANd’%' = o2ra’sinf'dl" .

Das heif3t, wir berechnen den Beitrag zum Potenzial der Ladung, die sich auf der Kugeloberflidche

in einem Ring der Breite a d¢' mit dem Radius a sin@’ befindet (Abb. 2). Der Abstand dieses
Ladungselements vom Punkt P ist

(5)  |F-%| =+ d® —2racost' .

Damit wird das Integral Gl. (2)

T o2ra’sind'do’
V(ir) =
) 47r€0J0. P +at - 2arcos<9')“”)/2
sin@'dé@’
(6) - J' 2 1 (+¢&)2 °
dre, s, r +a —2arc0st9)
B I —d(cosd")
4re, r +a’ - 2arcost§")“+5)/2
Mit der Substitution
u = r* +a*> —2arcosf’
wird
_du —2ar, also —d(cosf') = du
d(cos®") 2ar
und das Integral zu
Q 1 (a+r)2 dl/l
V(r) = .
( ) 472'6‘0 2ar oy u (I+¢&)/2

Die Integration ergibt

(7) V(r) = 0 1 2 (a+r)l_‘g—(a—r)l_g]

dre, 2ar 1-¢

Da wir das Potenzial nur im Innern der Kugel berechnen, ist a > r. Daher ist auch der zweite Term
in der eckigen Klammer grof3er als Null (anderenfalls hitte man den Term a — » in Betragsstrichen
klammern miissen). Fiir das Potenzial der dulleren Kugel (» = a) erhalten wir

V(a) = 0 LL(an)l_‘g )

dre, 2a° 1—¢

Der auf V(a) bezogene relative Potenzialunterschied zwischen einem Punkt im Abstand » vom
Kugelmittelpunkt und der dulleren Hohlkugel (Abstand @ vom Mittelpunkt der Kugel) betrdgt somit



@ o@D ﬁ{(i} _ (a—j} -
Vi(a) |\ 2a 2a '

Der Term auf der rechten Seite dieser Gleichung lésst sich wegenx “~ 1 - ¢lnx fiir & <<1
ndherungsweise schreiben

Vi) - V(@@ _ a (a_wj (l—glna”}— (a—rj (l—glna_rj .
Via) o\ 2a 2a 2a 2a '

Durch Umformung erhilt man daraus den Maxwellschen Term®

) Vr)y — V(a) ~ _flapfa-r) a’—r’
V(a) 2l r la+r 4q’ '

Man schreibt in der Regel

(10) %@V@ ~ & M(a,r)

mit

(11)  M(a,r) :-%[gln[;:j— 1n(“4;2” ﬂ

als ,,Geometriefaktor. Dieser Geometriefaktor ist von der GroBenordnung 1, sein Verlauf als
Funktion von #/a zeigt Abbildung 3. Er nimmt Werte an zwischen M(0) = 0,3069 und M(1) = 0.
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Abbildung 3 Geometriefaktor M(r/a), GIl.(11) des Textes. Die Randwerte sind M(0)
= 0,31 und M(1) = O.

Sabatka und Dvoiak’ beschreiben ein fiir den Schulunterricht geeignetes Demonstrationsexperiment,
mit dem sich eine obere Grenze fiir den Potenzialunterschied zwischen innerer und duferer Kugel
bestimmen ldsst. Meine mit den Mitteln der Physiksammlung aufgebaute Apparatur sah dhnlich
aus: Statt der duBleren Kugel wird ein zylindrischer Drahtkifig (Durchmesser 24 cm, Hohe 30 cm)
mit einer Maschenbreite von etwa 1 cm verwandt. Er wird von der Lehrmittelindustrie® als Modell
eines Faradayschen Kéfigs angeboten. Der Kéfig ruht auf einer Aluminiumplatte, die ihn nach
unten elektrisch leitend abschlieB3t. Kéfig und Platte wiederum liegen auf einer mehrere Zentimeter
dicken Styroporscheibe und sind damit gegen Erde isoliert. Die innere Kugel ist eine der iiblichen



Konduktorkugeln (Durchmesser 12 cm), die in jeder Physiksammlung vorhandenen sind. Die Kugel
liegt etwa in der Mitte des Kéfigs auf einem Glasgefda3 und ist damit ihrerseits gegeniiber der
Aluminiumplatte (und dem Drahtkifig) isoliert. Auf der Oberseite der Kugel befindet sich das
Messgeridt zur Messung der Potentialdifferenz, ein Digitalvoltmeter mit mdglichst grolem
Innenwiderstand. Die Eingangsbuchsen des Voltmeters werden durch kurze Kabel mit der inneren
Kugel bzw. dem Drahtkifig verbunden’. Abbildung 4 zeigt eine schematische Skizze, Abbildung 5
ein Foto der Anordnung.
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Abbildung 4 Versuchsanordnung zur Bestimmung der Potentialdifferenz zwischen
Drahtkafig und Kugelkonduktor im Innern des K&figs, siehe Text.

Zur Messung wurde der Drahtkéfig mit dem Ausgang eines Hochspannungsgerits verbunden und
auf Uy = 25 kV aufgeladen. Dabei blieb die Anzeige des Voltmeters im 200 mV-Bereich bis auf
weniger als 0,1 mV konstant. Die Genauigkeit der Anzeige wird vom Hersteller'® mit + (0,5 % + 2
digits) angegeben, das sind + (1 + 0,2) mV. Also ist die Potentialdifferenz AV = V(r) — V(a) in Gl.
(10) zwischen Drahtkéfig und innerer Kugel maximal 1,3 mV.

Abbildung 5 Foto der Versuchsanordnung

Als Geometriefaktor wird ein mittlerer Wert M = 0,2 angenommen, so dass Gl. (10) zu

AV V(r) - V(a)

V V(a)

= 0,2 ¢,



wird. Mit

AV < 1,3mV

< = 5-10°
14 25kV

folgt als (sehr grob geschétzte) obere Grenze fiir den Betrag der Abweichung des Exponenten vom
Wert 2

5-10°°

= 2,510
0,2

|5| <

Dieser Wert ist zwar klein gegeniiber 2, aber keineswegs rekordverdichtig. Er wird von modernen
Experimenten® um viele Zehnerpotenzen unterboten.

Der Versuch ist deshalb mehr Demonstration als Messung. Er soll ja auch in erster Linie zeigen,
dass man die Abweichung vom Wert 2 des Exponenten im Coulombschen Gesetz bestimmen kann
ohne die Entfernungsabhéngigkeit der Coulombkraft zu messen.
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