Fermats Zwei-Quadrate-Satz — ein Abriss der Mathematik in Stewarts Artikel ,,Ein Weihnachtslied
in Prosa“ )

1. Primzahlen als Summe von zwei Quadraten

Am Weihnachtstag des Jahres 1640 schrieb Pierre de Fermat ? an seinen Freund Marin Mersenne *
einen Brief, in dem er ihm eine Entdeckung mitteilte. Er hatte versucht, Primzahlen durch die
Summe aus zwei Quadratzahlen auszudriicken, zum Beispiel 5 = 1% + 22 oder 13 = 2 + 32. Andere
Primzahlen wie beispielsweise 3 oder 11 lassen sich nicht so zerlegen. Fermat schrieb, er habe
herausgefunden, dass ungerade Primzahlen sich genau dann in eine Summe aus zwei Quadraten
zerlegen lassen, wenn sie sich in der Form 4n + 1 (n € N) darstellen lassen. Dieser Satz ist in die
Geschichte der Zahlentheorie als der Zwei-Quadrate-Satz eingegangen. Der englische
Mathematiker G. H. Hardy * bezeichnet ihn ,,zu Recht als einen der besten Satze der
Zahlentheorie®. Man kann ihn auch so formulieren® :

Eine ungerade Primzahl p lasst sich dann und nur dann in eine Summe aus zwei Quadratzahlen
zerlegen, wenn sie bei der Division durch 4 den Rest 1 lasst, wenn also gilt p= 1 (mod 4).

Bevor wir an den Beweis gehen, testen wir den Satz an einigen Beispielen — siehe Tabelle 1.

Tabelle 1

Primzahl | Quadratsumme?| 4n+17? Primzahl | Quadratsumme?| 4n+17?
2 1°+1° Ausnahme 43 nein (4-10 + 3)
3 nein (4-0+3) 47 nein (411 + 3)
5 17+ 2° 4-1+1 53 27+ 7° 413 +1
7 nein (4-1+3) 59 nein (4-14 + 3)
11 nein (42 +3) 61 5% + 6° 415 +1
13 22+ 3 43+1 67 nein (4-16 + 3)
17 1% + 4 44 +1 71 nein (417 + 3)
19 nein (44 + 3) 73 3+ 8 418 + 1
23 nein (4-5+3) 79 nein (4-19 + 3)
29 2°+5° 47+1 83 nein (4-20 + 3)
31 nein (47 +3) 89 5° +8° 422 +1
37 17+ 6° 4.9 +1 97 47+ 9° 424+ 1
41 4+ 5 410 + 1 101 6° + 8° 4-25 +1

Die Tabelle zeigt, wie erwartet, dass immer dann, wenn eine Darstellung als Quadratsumme
maoglich ist, die Primzahl auch als ein Vielfaches von 4 plus 1 geschrieben werden kann (mit
Ausnahme der 2).

Interessant ist, dass diejenigen Primzahlen, die sich nicht als 4n + 1 schreiben lassen, immerhin die
Form 4n + 3 haben (siehe die eingeklammerten Terme in der dritten Spalte der Tabelle). Das
veranlasst uns, die Division durch 4 genauer zu untersuchen: Dividiert man eine natiirliche Zahl
durch 4, kdnnen die Reste 0, 1, 2 und 3 auftreten. Ist der Rest 0 oder 2, war die Zahl gerade, ister 1
oder 3, war sie ungerade. Da der Satz eine ungerade Primzahl voraussetzt, kénnen in der Tat nur die
Reste 1 und 3 in Tabelle 1 auftreten.

Warum aber ist genau dann eine Quadratsummendarstellung méglich, wenn der Rest 1 ist? Dieser
Beweis muss in beiden Richtungen gefuhrt werden. Wir beginnen mit der ,,einfachen* Richtung:



»Wenn eine ungerade Primzahl als Summe von zwei Quadraten geschrieben werden kann, dann
lasst sie bei Division durch 4 den Rest 1.“ Dazu Uberlegen wir:

Eine Quadratzahl lasst bei Division durch 4 die Reste 0 oder 1. Denn ist sie gerade, enthélt sie
mindestes zwei Mal den Primfaktor 2, ist also durch 4 teilbar. Ist sie ungerade, hat sie die Form
(2k + 1)> = 4k* + 4k + 1 (k e N) und ist damit um eins gréRer als ein Vielfaches von 4.

Die Summe zweier Quadratzahlen hat daher die Reste 0, 1 oder 2 (denn0+0=0,0+1=1,1+
0=1und1+1=2).

Da die Summe der Quadrate zugleich eine ungerade (Prim-)Zahl sein muss, bleibt nur der Rest
1. Also l&sst sich die Zahl als 4n + 1 (n € N ) schreiben. Qed.

In der umgekehrten Richtung ist zu beweisen: ,,Wenn eine ungerade Primzahl bei Division durch 4
den Rest 1 lasst, dann kann sie als Summe von zwei Quadraten geschrieben werden®. In dieser
Richtung ist der Beweis aufwandig. Aus der Menge der mdglichen Beweise wéhlen wir eine
Variante, die auf einen geometrischen (Hilfs-)Satz zuriickgreift. Es ist der Gitterpunktsatz von H.
Minkowski °.

2. Gitterpunktsatz von Minkowski

Der Gitterpunktsatz von Minkowski ist ein Beispiel dafiir, dass man Zahlentheorie mit den Mitteln
der Geometrie betreiben kann. Ein Gitterpunkt ist ein Punkt der (kartesischen) Koordinatenebene
mit ganzzahligen Koordinaten, das heiRt ein Punkt (x, y) € Z 2 Die Menge der Gitterpunkte {(x, y),
(x, ) € Z %} nennt man kurz Gitter. Ein Gitter wird zum Beispiel von den Eckpunkten der
Parallelogramme (mit ganzzahligen Koordinaten) in Abb. 1 gebildet.

Abb. 1 Zum Beweis des Gitterpunktsatzes von Minkowski. Bezeichnungen
siehe Text.

Das dort grau getdnte Parallelogramm nennt man eine Masche des Gitters. Der Flacheninhalt einer
Masche ist die Flacheneinheit unserer Ebene. Mit Hilfe dieser Definitionen formulieren wir den
Gitterpunktsatz wie folgt:

Sei G e R? ein konvexes Gebiet, das symmetrisch zum Ursprung (0, 0) liegt und dessen
Flacheninhalt mindestens 4 Einheiten grof3 ist, dann liegt innerhalb von G mindestens ein weiterer
Punkt (x, y) des Gitters {(x, y), (X, y) € Z %}.

Ein symmetrisch zum Ursprung liegendes konvexes Gebiet ist beispielsweise der Kreis mit dem
Ursprung als Mittelpunkt. Fir diesen Sonderfall wollen wir den Satz beweisen. Wir setzen also



voraus, dass dieser Kreis mindestens die vierfache Flache einer Masche hat. Abbildung 1 zeigt
einen solchen Kreis, zusammen mit unserem aus Parallelogrammen aufgebauten Gitter.

Zu

beweisen ist, dass mindestes ein vom Ursprung verschiedener Punkt des Gitters innerhalb dieses

Kreises liegt. Das zeigen wir wie folgt:

2.

Das ,,groRe* Parallelogramm mit dem Ursprung als linkem unteren Eckpunkt hat doppelt so
lange Seiten wie das grau getonte Maschen-Parallelogramm und daher einen Inhalt von 4
Flacheneinheiten.

Die beiden durch den Ursprung gehenden Gitterlinien teilen des Kreis in 4 Sektoren — in der
Abb. 1 blau, griin, gelb und rot unterlegt.

Wir verschieben den blau, den griin und den gelb getonten Kreissektor so in das grofie
Parallelogramm, dass die Sektorscheitelpunkte, wie gezeichnet, mit den Eckpunkten des
Parallelogramms rechts unten, rechts oben bzw. links oben zusammenfallen. Der rot getonte
Kreissektor bleibt an seinem urspriinglichen Ort.

Die in das groRe Parallelogramm verschobenen Kreissektoren miissen sich tberlappen, denn
ihre Gesamtflache ist groler als die des Parallelogramms. Sei nun X ein beliebiger Punkt aus
einem der Uberlappungsgebiete (Abb. 1).

Wir machen die Verschiebung der Kreissektoren riickgangig. Damit verschiebt sich der Punkt X
in die Punkte Y und Z. Durch Punktspiegelung am Ursprung entsteht aus Y der Punkt Y ’.

Der Mittelpunkt P der Strecke Y 'Z ist der gesuchte Punkt. Da Y und Z innerhalb des Kreises
liegen, gilt dies auch fir Y ' und damit schlieRlich fir P.

Dass P ein Gitterpunkt ist, zeigen wir mit Hilfe der VVektorrechnung: Wenn u und v die
Vektoren sind, die das grof3e Parallelogramm aufspannen, dann giltY =X —-vundZ=X-u —V.
Folglich istZ—Y = —u ein Punkt des ,,grolRen* Gitters und damit (Z — Y) /2 ein Punkt des
urspriinglichen Gitters. Da Y =—Y ', lasst sich dieser Punkt auch (Z + Y ”) /2 schreiben und ist
damit der Mittelpunkt der Strecke Y 'Z, der weiter oben mit P bezeichnet wurde. Qed.

Beweisskizze des Zwei-Quadrate-Satzes

Wie schon erwéhnt, ist der allgemeine Beweis des Zwei-Quadrate-Satzes mit Aufwand verbunden.
Er ist auBerdem schwierig, so dass wir ihn zundchst am Beispiel der Primzahl 17 erlautern. Wir
gehen aus von einem rechtwinkligen Gitter. Abbildung 2 zeigt den ersten Quadranten eines solchen
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Gitters fur x, y < 14. In dieses tragen wir flir jeden Gitterpunkt (x, y) die Summe der Quadrate von x
und y ein, also x> + y%. Das heif3t, in Spalte x und Zeile y steht, fir alle x, y <14, die Zahl x* + y°.
Wir zeigen nun: Aus 17 = 4-4 + 1 folgt, dass 17 als Summe zweier Quadratzahlen geschrieben
werden kann, ndmlich 17 = 1% + 42 (An diesem Beispiel wird die Beweisidee sichtbar.
Anschlieend Ubertragen wir unsere Argumentation auf alle Primzahlen p mit p=1 mod 4 und
skizzieren, wie man im allgemeinen Fall vorgeht.)
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Abb. 3 Gitter der Reste der Quadratsummen von Abb. 2 nach Division durch
17. Punkte, fur die x? + y? durch 17 teilbar ist (Rest 0), sind in rot
bzw. blau hervorgehoben. Sie bilden zwei sich Uberlagernde Gitter aus
Quadraten (durch dinne Linien angedeutet). Jedes Quadrat hat eine Flache
von 17 Flacheneinheiten.

Wir bilden fur alle Zahlen des Gitters in Abb. 2 den Rest bei Division durch 17 (Beachte: hier geht
es um die Division durch 17, nicht um die durch 4) und tragen diesen Rest in das Gitter ein. Das
Ergebnis zeigt Abb. 3. Hier sind alle Punkte rot bzw. blau markiert, die den Rest Null haben. Sie
bilden zwei sich Giberlappende Gitter, die in der Abbildung durch diinne Linien angedeutet sind.
Eine Masche dieses Gitters hat einen Flacheninhalt von 17 Einheitsquadraten. Das geht aus Abb. 4
hervor: Neun Einheitsquadrate in der Mitte (griin) plus vier Mal die Halfte von 4 Einheitsquadraten
(gelb) ergeben zusammen 17 Einheitsquadrate.

Abb. 4 Die Punkte in Abb. 3 mit Rest Null bilden ein Gitter, dessen
Masche einen Inhalt von 17 Flacheneinheiten hat.



Jetzt wenden wir den Gitterpunktsatz von Minkowski an: Wir beschreiben um den Ursprung des
Koordinatensystems Abb. 3 einen Kreis, dessen Flacheninhalt etwas groRer ist als das Vierfache der
Maschenflache des Gitters — zum Beispiel einen Kreis mit dem Radius 5. Die Fl&che dieses Kreises
ist 5%z = 78,53, also groRer als 4 -17 = 68. Dann gibt es nach Minkowskis Satz auBer dem Ursprung
mindestens einen weiteren Punkt (X, y) des Gitters, der innerhalb des Kreises liegt. Fir ihn gilt, dass
x* + y? kleiner oder gleich dem Quadrat des Kreisradius ist: x* + y? < 25. Der Punkt ist andererseits
Gitterpunkt. Also ist die Summe der Quadrate seiner Koordinaten x und y gleich einem Vielfachen
von 17, also x* + y* = 17k (k e N ). Dieses Vielfache ist nicht Null, da der Punkt nicht der Ursprung
ist. Das einzige Vielfache von 17 kleiner als 25 aber ist 17 selbst. Damit ist die Losung unseres
Problems x? + y? = 17 (oder k = 1). Abbildung 5 veranschaulicht diese Argumentation. Sie zeigt die
beiden Gitter (rot bzw. blau) der Vielfachen von

Abb. 5 Gitter der Abb. 3 mit genauer Lage der Gitterpunkte, die
Vielfache der Primzahl 17 sind (rote bzw. blaue Karos). Der Kreis um den

Ursprung hat den Radius 5, sein Flacheninhalt ist also 25x = 78,53. Er

ist damit groRer als das Vierfache der Maschenflache des Gitters: 4.17 =
68. Nach dem Gitterpunktsatz von Minkowski gibt es deshalb mindestens
einen vom Ursprung verschiedenen Gitterpunkt, der innerhalb des Kreises
liegt.

17 und den Kreis um den Ursprung mit dem Radius 5. Aus Symmetriegriinden gibt es sogar zwei
Punkte innerhalb dieses Kreises, je einen aus dem roten und blauen Gitter.

Ersetzt man in unserer Beweisflihrung die Zahl 17 durch eine beliebige Primzahl p, die bei Division
durch 4 den Rest 1 ergibt, dann erhalt man ein Gitter, das alle Punkte enthalt, fir die x* + y? ein
Vielfaches von p ist, und dessen Maschen den Flacheninhalt p haben. Dieses Gitter wird gebildet
von den Zahlenpaaren (x, y), fur die gilt x = ay, wobei a eine L6sung der Gleichung a*> = - 1 mod p
ist’. Den Radius des Kreises um den Ursprung setzt man beispielsweise gleich 1,2Vp, so dass die
Flache des Kreises 1,442(\Np)* = 4,25p ist. Diese Flache ist gréRer als 4p, also gibt es nach dem
Satz von Minkowski mindestens einen vom Ursprung verschiedenen Gitterpunkt (x, y), der
innerhalb des Kreises liegt. Fiir diesen Punkt gilt nach Definition des Gitters x* + y* = kp mitk e N.
Gleichzeitig ist x* + y* < 1,44p, da (x, y) innerhalb des Kreises liegt. Daraus folgt kp < 1,44p, was
nur fir k = 1 erfiillt ist. Also ist x* + y* = p. Qed.
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durch 4 den Rest 1. Beispiel: 13:4 = 3 Rest 1, also 13 =1 (mod 4). In der Zahlentheorie fasst
man alle Zahlen x, die bei Division durch eine ganze Zahl m denselben Rest r ergeben, zur
Restklasse r zusammen. Die Aussage ,, X =r (mod m) “ bedeutet, dass x zur gleichen
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In unserem Beispiel p = 17 hat die Gleichung a® = — 1 mod p die Lésungen a = + 4, denn

(+ 4)>=16 = — 1 mod 17. Das heiRt, eines der méglichen Gitter enthalt die Zahlenpaare (x, y)
mit X = 4y, das andere Gitter die Paare mit x = — 4y. Dabei gilt x = 4y fiir das rote und x = —
4y fiir das blaue Gitter in Abb. 5. In beiden Fallen gilt x* + y* = 16y*+ y* = 17y* = 0 mod 17
(einfacher formuliert: x* + y* ist ein Vielfaches von 17).
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