Fibonacci-Rechtecke

Nimm die Folge (F,) = 0,1,1, 2,3,5,8, 13,21, 34,55,... (n=0, 1, 2, 3 ...) der Fibonacci-
Zahlen' und bilde die Produkte benachbarter Zahlen0-1=0,1-1=1,1-2=2,2-3=6,3-5=15,5
-8 =40, usw. Die Produkte 0, 1, 2, 6, 15, 40, usw. sind die Flacheninhalte der so genannten
Fibonacci-Rechtecke? mit den Seitenlangen (0,1), (1,1), (1,2), (2,3), (3,5), (5,8), ... Das n-te
Rechteck hat den Flacheninhalt F,F,+;. Addiere die ersten n Flacheninhalte. Dann entsteht die
Zahlenfolge (a,) = 0, 1, 3, 9, 24, 64, 168, 441, 1155, 3025, ..., die Summe der Flache der ersten n
Fibonacci-Recktecke®,

Es fallt auf, dass jede zweite Zahl der Folge (a,) ein Quadrat ist: 1 = 1%, 9 = 3% 64 = 87, 441 = 217
und 3025 = 55%, und zwar das Quadrat der Fibonacci-Zahl mit geradem Index 2, 4, 6, usw., also 1
= F,% 3% = F,% 8%= F¢°. Offenbar gilt

(1) a2n—1 = F22n (n = 1,2,3,...).

In Abbildung 1 sind die Fibonacci-Rechtecke spiralférmig aneinander gelegt. Man erkennt sofort,
dass jedes zweite Rechteck die bisher angelegten zu einem Quadrat erganzt.
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Abbildung 1 "Spirale" der Fibonacci-Rechtecke

Die Folgeglieder az,+1 (n =1, 2, 3, ...) mit ungeradem Index lassen sich rekursiv berechnen gemaf
2 &y = &,, + FFpy + BB, (Nn=123).
Dabei sind
F,F,.,und F, F. .,
die Flacheninhalte der beiden zu a,,.1 zu addierenden Rechtecke. Beispiel: as=a3z + F4Fs + FsFg =

9+ 3-5+5-:8 = 64. Durch vollstandige Induktion zeigt man, dass die Addition der beiden
Rechtecke das nachfolgende Quadrat ergibt: Gleichung (1) ergibt firn=1



a = Ff =1,
Angenommen,
81 = Fzzn
sei fur ein bestimmtes n bewiesen. Dann folgt nach Gl. (2)
= 8y, T BBy + FyaFonss
F22n + l:2n I:2n+1 + I:2n+1(|:2n + I:2n+1)
=F +F, F,., + F,..F, +F,
F2 +2F, F, ..+ F2,
=(F, + F,..)°
= F22n+2

ged. Dabeiwurdevon F, ., = F, + F,_, (n =12,3,...) Gebrauch gemacht.
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