Euklidischer Algorithmus und Fibonacci-Zahlen

1. GroRter gemeinsamer Teiler (ggT) zweier Zahlen®

Bruchrechnen ist schwierig. Schon beim Kiirzen gibt es ein Problem: Wie findet man beispielsweise
heraus, ob man 76/209 kiirzen kann — wenn ja, welches ist der groRte gemeinsame Teiler (oder
Faktor) der beiden Zahlen? Wer in Kopfrechnen gut ist, findet auch ohne Taschenrechner 76 = 4-19
und 209 = 11-19, also l&sst sich 76/209 kiirzen zu 4/11. Da 4 und 11 teilerfremd sind, ist 19 der
grofite gemeinsame Teiler von 76 und 209.

Es muss sich nicht um Z&hler und Nenner eines Bruches handeln, um vom ggT — so lautet die
géangige Abkurzung fir den groRten gemeinsamen Teiler — zu reden. Jedes Paar natirlicher Zahlen
x und y besitzt einen ggT. Allerdings kann dieser Eins sein, dann ndmlich, wenn x und y teilerfremd
sind. Der ggT ist das grofite gemeinsame Element, das in den Teilermengen von x und y enthalten
ist. Beispiel: Die Zahl 76 hat die Teiler 1, 2, 4, 19, 38 und 76, die Zahl 209 die Teiler 1, 11 und 19.
Das grolte Element, das in beiden Teilermengen vorkommt, ist 19. Im vorliegenden Fall ist es auch
das einzige gemeinsame Element aulRer der Eins. Also gilt ggT(209, 76) = 19.

Der grélte gemeinsame Teiler (ggT) zweier natirlicher Zahlen x und y ist das gréfite Element, das
sowohl in der Teilermenge von x als auch in der von y enthalten ist. Man schreibt diese Zahl

gaT(x, y).

Zahlen x und y, deren Teilermengen aul3er der Eins kein gemeinsames Element enthalten, hei3en
teilerfremd. Dem entsprechend ist ihr ggT gleich Eins. Beispiel: Die Zahl 20 hat die Teiler 1, 2, 4, 5,
10 und 20, die Zahl 77 die Teiler 1, 7, 11 und 77. Nur die Eins kommt in beiden Teilermengen vor,
daher ggT(20, 77) = 1.

Sind x und y teilerfremd, gilt ggT(x, y) = 1 und umgekehrt.

2. Euklidischer Algorithmus *?

Wie findet man den ggT zweier Zahlen? Er ist das Produkt der gemeinsamen Primfaktoren, so lernt
man in der Schule. Doch Primfaktoren sind, besonders bei grol3en Zahlen, schwierig zu bestimmen.
Schon in den Werken Euklids wird ein schnelleres Verfahren angegeben — der spéter nach ihm
benannte Algorithmus. Er beruht auf folgender Uberlegung: Sind x und y zwei Zahlen, deren ggT
bestimmt werden soll und fur die gilt x >y, so bildet man die Differenz x —y und hat damit eine
dritte Zahl gefunden, die den gesuchten Teiler enthdlt. Statt den ggT von x und y zu suchen,
bestimmt man daher den ggT der beiden Zahlen y und x —y. Dieses Verfahren setzt man solange
fort, bis eine der Zahlen Null ist. Die von Null verschiedene Zahl des letzten Paares ist der gesuchte
ggT. Beispiel:

Euklidischer Algorithmus zur Bestimmung von ggT(209,76):
ggT(209,76) = ggT(133,76) = ggT(76.57) = ggT(57.19) = ggT(38,19) = ggT(19,19) = ggT(19,0) = 19.
) ) ) ) ) )

209-76 133-76 76-57 57-19 38-19 19-19

Das Beispiel zeigt, dass man das Verfahren abkirzen kann. Statt die Zahl 76 zweimal von 209 zu
subtrahieren, kann man 209 durch 76 dividieren und mit dem Divisionsrest 57 weiterrechnen.
Dasselbe gilt fur das dreifache Subtrahieren der Zahl 19 von 57. Den Rest bei der Division von x
durch y bezeichnet man mit x mod y (,, x modulo y *). Damit lasst sich der Euklidische Algorithmus
in unserem Beispiel abkirzen:



Verkirzter Euklidischer Algorithmus zur Bestimmung von ggT(209,76):
ggT(209,76) = ggT(76,57) = ggT(57,19) = ggT(19,0) = 19.
0 0 t

209 mod 76 76 mod 57 57 mod 19
Dieses Divisionsverfahren ist immer anwendbar. Seine endliche Laufzeit und Korrektheit ist
einfach zu beweisen?. Wir formulieren den Euklidischen Algorithmus daher wie folgt:

Euklidischer Algorithmus:

Sei (X, y) ein Zahlenpaar mit x <y, so benutze ggT(x, y) = ggT(x, y mod x), um ein Paar mit
kleineren Zahlenwerten zu erhalten. Setze dieses Verfahren fort, bis eine der Zahlen des Paares
Null ist, die andere Zahl ist dann der gesuchte ggT.

3. Algorithmischer Aufwand (Schrittzahl) des Euklidischen Algorithmus

Ein guter Algorithmus ist ein schneller Algorithmus. Schnell ist ein Algorithmus, wenn er nach
wenigen lterationsschritten die Losung liefert. Wir interessieren uns daher fir die Anzahl der
Divisionsschritte, die der Euklidische Algorithmus benétigt, um den ggT zu bestimmen %**. Bei
unserem Bruch 76/209 sind es drei Divisionen, denn ggT(209, 76) = ggT(76, 57) = ggT(57, 19) =
ggT (19, 0) = 19. Der Bruch 14/28 dagegen erfordert nur einen einzigen Schritt: es ist ggT(28, 14) =
ggT(14, 0) = 14. Wir fragen daher:

(1) Gegeben eine Zahl'y (zum Beispiel der Nenner eines Bruchs). Betrachte dann alle nattrlichen
Zahlen 1 < x <y (das sind zum Beispiel die Z&hler des echten Bruches x/y). Wie viele Schritte
erfordert der Euklidische Algorithmus zur Bestimmung des ggT(x, y) fur jedes x?

(2) Fur welches x ist (bei gegebenem y) die Schrittzahl maximal und wie grol? ist diese Schrittzahl?

Da im Folgenden oft von Schrittzahl und maximaler Schrittzahl (des Euklidischen Algorithmus) die
Rede sein wird, fithren wir fiir beide GroéBen Formelzeichen ein®:

Die Anzahl der (Divisions-) Schritte des Euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des ggT der
Zahlen x und y werde mit n (x, y) bezeichnet. Die maximale Anzahl von Schritten, die fur
gegebenes y beim Durchlaufen aller Zahlen x mit 1< x <y ben6tigt wird, sei m(y) genannt:
n(x,y) = Schrittzahl des Euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des ggT(x, y),
m(y) = max{n(xy)|l<x<y}.

Beispiel: Fir einen Bruch mit dem Nenner y = 7 sind die moglichen Zéhler x =1, 2, 3, 4, 5 und 6.
Also bestimmen wir geméR Frage (1) die Schrittzahl n (x, y) des Euklidischen Algorithmus fiir die
Zahlenpaare (1, 7), (2, 7), (3, 7), (4, 7), (5, 7) und (6, 7). Tabelle 1 listet diese Schritte auf. Beim
Zahlenpaar (1, 7) ist es ein Schritt, bei den Paaren (2, 7), (3, 7) und 6, 7) sind es zwei, und bei den
Paaren (4, 7) und (5, 7) drei Schritte. Damit ist Frage (2) beantwortet: die Maximalzahl von
Schritten fury = 7 ist drei — sie wird fiir x = 4 und 5 bendtigt. Also m(7) = 3.

Tabelle 1 Euklidischer Algorithmus fur (1, 7), 2, 7), -.. , (6, 7)
Zahlenpaar Zwischenstationen des Algorithmus |Anzahl der Schritte
x,y) (e Pfeil ein Schritt) n(x,y)
@.n 1,7) - (1,0) 1
.7 @, 7 - (1,2) »> (1,0) 2
@G.7n 3.7 - (1,3) » (1,0) 2
4.7 4,7 - (3,4 - (1,3) > (1,0) 3
G.7D (G.7) - (2,5) - (1,5 - (1,0) 3
6.7 (6,7) »> (1,6) > (1,0) 2
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Intuitiv ist klar, dass die maximale Schrittzahl m beim Euklidischen Algorithmus mit wachsendem y
(beim Bruch, heif3t das, mit wachsendem Nenner) ansteigt. Unsere nachste Frage ist daher: l&sst
sich diese Maximalzahl berechnen oder zumindest abschatzen? Der franzdsische Mathematiker
Jacques Philippe Marie Binet (1786 — 1856) bewies 1841, dass die Schrittzahl beim Euklidischen
Algorithmus mit den Fibonacci-Zahlen F(n) in folgender Weise verknupft ist®:

Satz von Binet

Ist die Zahl y des Zahlenpaares x, y € N kleiner als die n +1-te Fibonaccizahl F(n + 1), dann ergibt
der Euklidische Algorithmus den groRten gemeinsamen Teiler der Zahlen x und y in héchstens
n — 1 Schritten.

Diese mathematische Einsicht ist noch nicht die Losung unseres Problems. Sie ist trotzdem von
Nutzen, denn das Wachstum der Fibonacci-Zahlen ist sehr genau bekannt. Die Fibonacci-Zahlen
wachsen exponentiell an mit ", wobei ¢ = (1 + V5)/2 = 1,61803398... die Zahl des Goldenen
Schnitts ist. Man zeigt (beispielsweise durch Induktion), dass gilt

(1) F(n+1) > 043769 p"™* fir n>2.

Nach dem Satz von Binet ist bei n Iterationsschritten y > F(n + 1), also auch

(2) 'y > 043769 o™

Logarithmiert man beide Seiten dieser Ungleichung, erhalt man

3) logy > l0g0,43769 + (n+ 1) - °log ¢ > —0,35884 + 0,20898 - (n + 1).
Daraus folgt

(4) n <0718 + 4,785 Ylogy.

Also gilt fur unsere Hochstzahl von Schritten m(y) die Abschétzung:

Seien x,y € N mity > 2. Dann ist die Anzahl der Iterationsschritte im Euklidischen Algorithmus
fur ggT(x, y) kleiner als 0,718 + 4,785 - “%log y. Es gilt also

m(y) < 0,718 + 4,785 - logy.

Wir Uberprifen diese Aussage flr unser Beispiel y = 209: die Abschétzung liefert m (209) < 0,718
+4,785 - Plog 209 = 11,8199... . Tatsachlich ist m(209) = 10, und zwar fiir die Paare (128, 209)
und (129, 209). Das heift, die Abschatzung ist in Ordnung und scheint auch nicht zu grob zu sein.
Abbildung 1 zeigt, wie sie sich im Intervall 1 <y < 65536 gegeniiber den tatsachlichen Werten m(y)
verhalt. Aufgetragen ist dort m(y) als Funktion von y (schwarze Kreise) und der Graph der
Schatzfunktion m*(y) = 0,718 + 4,785 - °log y (rote Gerade).

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde in Abb. 1 die Hochstschrittzahl m(y) nur fir die
Zweierpotenzeny =2, 4, 8, 16, 32, ... bis 65536 eingetragen. Da die horizontale Achse logarithmisch
geteilt ist, haben die Punkte in horizontaler Richtung den gleichen Abstand. Aus demselben Grund
ist der Graph der Abschatzung m*(y) = 0,718 + 4,785 -*°log y eine Gerade.

Gleichung (4) wurde, wie schon erwahnt, dem Vorlesungsskript ®) entnommenen. Es gibt natiirlich
weitere Abschatzungen fir m(y). Eine fur die Praxis geeignete wurde beispielsweise 1844 von dem
franzosischen Mathematiker Gabriel Lamé (1795 — 1870) formuliert? :

Ist x <y, benétigt der Euklidische Algorithmus zur Berechnung von ggT(x, y) hochstens 5k Schritte,
sofern y genau k Stellen im Dezimalsystem hat.
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Abb. 1 Héchstzahl m(y) der Ilterationsschritte des Euklidischen Algorithmus zur
Bestimmung des ggT(X,y), aufgetragen als Funktion von y (schwarze Kreise).

m(y) ist die maximale Anzahl von Schritten, die fir gegebenes y beim Durchlaufen
aller Zahlen x mit 1 £ x <y bendtigt wird.

Rote Gerade: Abschatzung nach Gl.(4), siehe Text. Beachte die logarithmische
Teilung der horizontalen Achse.

Die schwarzen Kreise in Abb. 1 zeigen einen im Wesentlichen logarithmischen Anstieg. Aber es
gibt eine gewisse Streuung um die Gerade herum, die einem strengen Logarithmengesetz
entsprechen wurde. Wir gehen diesem Sachverhalt nach und tragen nochmals m(y) als Funktion von
y auf, dieses Mal fur alle Zahlen y —allerdings nur solche aus dem Intervall 1 <y < 280.
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Abb. 2 Hochstzahl m(y) der lterationsschritte des Euklidischen Algorithmus zur
Bestimmung des ggT(X,y). Durchgezogene Treppenlinie: m(y), wie in Abb. 1,
aufgetragen als Funktion von y fir y < 280, jedoch mit linearer Teilung der
horizontalen Achse. Rote Kurve: m*(y) nach Gl.(4).

Punkte, die um etwa eine Einheit Uber den Werten ihrer Umgebung liegen, sind

durch Pfeile gekennzeichnet. Das zugehdrige y ist eine Fibonacci-Zahl.
ist auch x eine Fibonacci-Zahl. Beispiel: die maximale Schrittzahl m

Fall
fur y

In diesem
10

144 ergibt sich fur x = 89, den Vorganger von 144 in der Fibonaccifolge.



Das Ergebnis zeigt Abb. 2. Die horizontale Achse ist hier linear geteilt, dadurch erkennt

man den logarithmischen Anstieg von m(y) und m*(y) auf den ersten Blick. Der Graph von m(y) ist
hier’ als Treppenfunktion dargestellt. Dabei fallt auf, dass es eine Reihe von ,,AusreiRern gibt —
von Punkten, die deutlich hoher liegen als es dem generellen Verlauf von m(y) entspricht. Ihre
Position wurde in Abb. 2 durch Pfeile gekennzeichnet. Sie gehéren zu den Zahleny = 3,5, 8, 13,
21, 34, 55, 89, 144 und 233. Man erkennt unschwer: dies sind genau die Zahlen der Fibonacci-
Folge. Nicht aus der Abbildung ablesbar ist, dass auch die Partnerzahl x eine Fibonacci-Zahl ist —
sie ist der Fibonacci-Vorganger von y. Dies ist, wie beispielsweise in %) gezeigt wird, tatsachlich der
fur die Laufzeit des Algorithmus unguinstigste Fall:

Der Euklidische Algorithmus zur Bestimmung des ggT von x und y benétigt, relativ zur Grolie von
x undy, eine maximale Anzahl von Schritten, wenn x und y benachbarte Fibonacci-Zahlen sind.

Beispiel: Fir die Fibonacci-Zahl y = 233 ist die maximale Schrittzahl m = 11 (Abb. 2). Sie tritt auf
beim Paar (144, 233) — das heift, bei 233 und ihrem Fibonacci-Vorgénger 144.

4. Computergrafik der Schrittzahl

Wir haben festgestellt: Der Euklidische Algorithmus erfordert eine Héchstzahl von Schritten, wenn
x und y aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen sind. Diese sind unter den naturrlichen Zahlen
jedoch nicht gerade haufig anzutreffen. Denn die Folge der Fibonacci-Zahlen wachst exponentiell
(s. oben), so dass die Licken zwischen ihnen schnell grof? werden. Die Zahlen in diesen Liicken —
wir nennen sie normale Zahlen, sollen jetzt gepaart und dem ggT-Algorithmus unterworfen werden.
Unsere Fragen sind: Welche Schrittzahlen kommen bei Paaren dieser Zahlen vor? Wie sind sie
verteilt? Wie sehen die Paare normaler Zahlen mit maximaler Schrittzahl aus?

Die Schrittzahl n(x, y) liefert uns ein einfaches Computerprogramm®, das den Euklidischen
Algorithmus iterativ ausfiihrt und dabei die Anzahl der Schleifendurchldufe zéhlt. Das Ergebnis
zeigt die Grafik Abb. 3. Jedem Paar (x, y) ist ein Karo im dort dargestellten Koordinatensystem
zugeordnet. Beachte bitte: entgegen der tblichen Norm wird y in horizontaler Richtung und x in
vertikaler Richtung gezahlt. Die Farbe der Karos entspricht der Schrittzahl, bezogen auf deren
Hochstzahl m(y). Paare mit maximaler Schrittzahl sind rot gefarbt, solche mit der um eins, zwei
oder drei gegenuber der Hochstzahl verminderten Schrittzahl griin, cyan bzw. blau. Alle Karos, die
Paaren mit noch kleinerer Schrittzahl entsprechen, erscheinen schwarz — bis auf diejenigen, die nur
einen einzigen Schritt erfordern. Sie wurden weil} gefarbt.

Wir wenden uns zuerst den Paaren maximaler Schrittzahl zu (rote Karos in Abb. 3). Dazu gehéren
natlrlich die schon erwahnten Paare aufeinander folgender Fibonacci-Zahlen. Die Spalten (y-
Koordinate) der Fibonacci-Zahlen sind am unteren Rand des Koordinatensystems durch die
zugehdrigen Zahlen 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34 und 55 gekennzeichnet. In diesen Spalten gibt es genau ein
rotes Karo. Es entspricht dem x, das gleich dem Fibonacci-Vorgénger von y ist. Die entsprechende
Zeile ist am linken Rand des Koordinatensytems durch die zugehdrige Fibonacci-Zahl hervor-
gehoben. Beispiel: Firy = 21 ist die Schrittzahl maximal beim x-Wert 13, so dass Karo (13, 21) das
einzige in dieser Spalte rot gefarbte ist.

Bei normalen Zahlen gibt es zu jedem y meist mehrere X, die ein Paar maximaler Schrittzahl bilden.
FUry =7 zum Beispiel sind das die Karos, die den Paaren (x, y) = (4, 7) und (5, 7) entsprechen
(vergleiche Tabelle 1).

Abbildung 3 zeigt, dass die meisten roten Karos, die Paaren normaler Zahlen entsprechen, in der
Né&he oder auf der Geraden x = 0,618 y liegen. (Hier liegen allerdings auch die roten Karos der
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gerade erwahnten Fibonacci-Paare.) Der Zahlenwert 0,618 dirfte keine Uberraschung sein: Auch
hier spielt offenbar die Zahl ¢ eine Rolle — die Geradensteigung 0,618 ist ein Naherungswert fiir
das Verhaltnis ¢ — 1 der kleineren zur gro3eren Strecke beim Goldenen Schnitt.

Man muss jedoch zugeben: es gibt auch Karos von Paaren maximaler Schrittzahl, die deutlich
oberhalb dieser Geraden liegen. Unterhalb der Geraden x = 0,618 y sind sie weniger vertreten, eine
untere Grenze scheint x = y/2 zu sein. Insgesamt stellen wir fest: Der Euklidische Algorithmus
bendtigt, fur gegebenes y und 1 < x <Yy, eine maximale Anzahl von Schritten, wenn fir den
Quotient x/y gilt 1/2 < x/y < 1. Invielen Fallen gilt ndherungsweise x/y = ¢ —1 = 0,618...

Abb. 3 Schrittzahl, die zur Bestimmung des ggT(X,y) nach Euklid benétigt wird,
als Funktion von x und y. Beachte: y ist in horizontaler Richtung aufgetragen, X
in vertikaler Richtung. Jedes Karo reprasentiert ein Zahlenpaar (Xx,y) und ist
entsprechend der relativen Schrittzahl gefarbt:

Karos von Paaren mit maximaler Schrittzahl sind rot gefarbt, solche mit der um
eins, zwei oder drei gegeniber der Hochstzahl verminderten Schrittzahl grin,
cyan bzw. blau. Alle Karos, die Paaren mit noch kleinerer Schrittzahl
entsprechen, erscheinen schwarz - bis auf diejenigen, die nur einen einzigen
Schritt erfordern, sie wurden weill gefarbt. Farbzuordnung siehe auch Legende im
Bild links oben. An beiden Achsen ist die Position der Fibonacci-Zahlen > 2
eingetragen.

Viele Paare maximaler Schrittzahl (rote Karos) liegen in etwa in der Nahe der
Geraden x = 0,618 y (0,618 ist das Verhdltnis der kleineren zur groélleren Strecke
beim Goldenen Schnitt). Es gibt jedoch Paare deutlich oberhalb dieser Geraden.
Auch die grinen Karos (Schrittzahl um eins kleiner als die maximale Schrittzahl)
gruppieren sich in der Nahe von Geraden, zum Beispiel x = 3y/8.

Die durch die weilRen Karos angedeuteten Geraden entsprechen den Gleichungen
X =y/2, x =y/3, usw. In diesen Fallen ist x die Halfte, ein Drittel, usw. von
y, so dass der Algorithmus nur einen Schritt bendtigt.

Wir wenden uns jetzt den Zahlenpaaren zu, bei denen, fur gegebenes y, die Schrittzahl n(x, y)
Kleiner ist als m(y). Ist sie um eins kleiner als die Maximalzahl, das heif3t, n(x, y) = m(y) — 1, erhielt
das entsprechende Karo die Farbe griin. Paare (X, y) mit um zwei oder drei gegenuber der
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Hochstzahl verminderter Schrittzahl sind durch die Farben cyan bzw. blau gekennzeichnet. Auch
die grunen Karos liegen andeutungsweise auf Geraden durch den Nullpunkt, eine davon ist x = 3y/8.
Dass hier wieder einmal Fibonacci-Zahlen eine Rolle spielen (3 und 8 gehéren zu diesen), ist
maoglicherweise Zufall.

Die weil3 gefarbten Karos entsprechen Zahlenpaaren, fur die der Euklidische Algorithmus nur einen
einzigen Schritt benétigt, also n(x, y) = 1. Das sind zum Beispiel solche mit x = y/2 oder x = y/3,
usw. Die entsprechenden Geraden sind in Abb. 3 deutlich sichtbar.

Schwarz gefarbt wurden die Karos, die Paaren mit Schrittzahlen kleiner als m(y) — 3 entsprechen.
Es fallt auf, dass sie u. a. in den Spalten gehéauft auftreten, flr die y eine Fibonacci-Zahl ist (deutlich
zu sehen fury = 21, 34 und 55).

Wir schliel3en aus alledem: Auch bei Euklid mischt Fibonacci mit.



Anmerkungen und Literatur
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Kapitel 2.4 des Buchs A. Bartholomé, J. Rung und H. Kern: ,,Zahlentheorie flr Einsteiger*
(Braunschweig/Wiesbaden, Vieweg, 1995) gibt einen guten Uberblick iiber das Thema ggT
und Euklidischer Algorithmus. Das Buch ist, wie der Untertitel sagt, ,,Eine Einfihrung fur
Schiler, Lehrer, Studierende und andere Interessierte®. Es enthalt viele Aufgaben und (in der
Programmiersprache Pascal formulierten) Algorithmen und ladt so zum Nacharbeiten an.

Eine Einfilhrung auf gleichem Niveau wie *) mit fachdidaktischen Anregungen ist der Artikel
von Th. Holm und W. Willems: ,,Der Euklidische Algorithmus — Warum nicht in der Schule?*.
Enthélt die im vorliegenden Artikel erwahnten, aber nicht ausgefiihrten Beweise.
http://fma2.math.uni-magdeburg.de/~willems/papers/ggtl.ps

Das Problem ,,Schrittzahl des Euklidischen Algorithmus* wird in der Vorlesung von K.
Pommerening: Kryptologie ausfuhrlich behandelt (Kapitel 1.8.1 und 1.8.2). Hochschulniveau.
http://www.staff.uni-mainz.de/pommeren/Kryptologie/Klassisch

M. Bauer behandelt das Thema ,,Schrittzahl ... auf Schulniveau in einem amiisanten Artikel
mit dem Titel ,,Die dummsten Briiche und die blodesten Nenner* (mathe-plus 2 (1) 1985, S.
12, Bibiliographisches Institut, Mannheim).

Bauer definiert in %) die ,,Dummheit “ eines Bruches x/y als

dumm(iJ _ .y :
y) “log(y)

also gleich der Schrittzahl n(x,y), dividiert durch den Logarithmus (zur Basis ¢) des Nenners.
Das Maximum der Dummbheit eines Nenners, genommen uber alle méglichen Zahler, heif3t bei
ihm ,,Blodheit “, also

blod (y) = max{dumm(x/y)|1£ X<y},

Die nachfolgende Abschatzung ist *) entnommen (Kapitel 1.8.2 — Analyse des Euklidischen
Algorithmus).

Dividiert man m(y) durch den Logarithmus (zur Basis ¢) von y, erhédlt man den Wert der
Funktion blod (y), die in *) Abb. 1 dargestellt ist.

Die nachfolgenden Java-Methoden zur Berechnung der Schrittzahl n(x, y) und der (fur
konstantes y) maximalen Schrittzahl m(y) sind selbsterkl&rend.

public int schrittzahl(long x, long y){
int n = 0;
iTf(y>x) {longm=x; x=y;y=m;}
while (y > 0) {
ong r =X %y;
ys
r;

S< X ==
+ 111>

+.

}

return n;

}

public int maxSchrittzahl(long y) {
int nMax = 0;
for (long x = 1; x <y - 1; x++) {
int n = schrittzahl (X, y);
if (n > nMax) nMax = n;
3

return nMax;

}
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